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liCHINES LOGOHOTITES EN lOUTEMEHT. 



(Mémoire n» XXVI (*) de la Société des ingénieurs civils.) 



1. Diverses causes concourent à la stabilité ou à Tinstabilité 
des machines locomotives en mouvement. Parmi ces causes , 
il en est qui tiennent particulièrement à la distribution des 
masses dont se composent les organes de ces machines. Je mo 
propose d'étudier les effets de ces dernières causes, et d*établir 
les conditions que doivent remplir les masses en mouvement 
pour que, sous ce point de vue, la stabilité des machines loco- 
motives soit aussi grande que possible. Les conditions théori- 
ques étant établies, il restera à examiner si elles sont toutes 
compatibles entre elles dans chaque système donné de locomo- 
tives, et de plus si, étant compatibles, elles sont toutes réalisa- 
bles pratiquement. Nous reconnaîtrons que, dans cette dernière 
hypothèse, l'une des conditions établies présenterait de graves 

(*) Ce Mémoire est nn résumé de diYers mémoires et notes présentés à la 
Société des ingénieurs civils vers la fin de 1850 et pendant Pannée 1851. 
Nous avons cherché à eo reprodoire Ici la suintante , en réduisant la partie 
analytique à ce qui est strictement nécessaire pour qu^un ingénieur eiercé 
aux opérations algébriques puisse , en effectuant celles que nous indiquerons' 
obtenir les résultats auxquels nous parviendrons successivement. Dans ces 
divers mémoires J'ai étudié d^abord les cas les plus simples, puis les cas plus 
compliqués. L'étendue qui m'est accordée ici me force à traiter le cas le plus 
général, et Ton verra s'en déduire avec la plus grande facilité les résultats 
qui se rapportent aux cas particuliers. Il est seulement à craindre que la 
complication qui en résulte nécessairement n'effraie quelques personnes ; 
toutefois nous devons prévenir qu'elles ne rencontreront pas de sérieuses 
difficultés, mais seulement des longueurs inévitables. T. V. 
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inconvénients, sinon des impossibilités, au point de vue du frot- 
tement et de la résistance de certaines pièces. Le manque de 
données sur la manière dont l'usé et autres détériorations se 
produisent sous Tinfluence des forces mises en jeu nous obli- 
gera à proposer un système d'expériences basées sur notre 
théorie , et sans lesquelles il est actuellement impossible d ob- 
tenir le degré de stabilité le plus satisfaisant et présentant le 
moins d'inconvénients à d'autres égards. 

Quelques ingénieurs anglais et allemands, M. T^ollau entre 
autres, avaient déjà abordé cette question, lorsqu'on 1869, 
M. Lechatelier, ingénieur des mines » s'en est occupé de son 
côté. Les ingénieurs français doivent savoir gré à ce dernier 
des efforts persévérants qu'il a faits pour vulgariser chez nous 
l'emploi des contrepoids appliqués aux roues motrices des loco- 
molives. Le succès obtenu dans les expériences faites aux che- 
mins de fer d'Orléans et du Nord a bien vite décidé l'adoption 
des contrepoids sur nos lignes de chemins de fer. 

A l'époque où M. Lecbatclicr publia son Mémoire sur la 
stabilité des machines locomotives, plusieurs membres de la 
Société des Ingénieurs civils^ qui n'avaient pas bien saisi la 
théorie exposée par .\LLechateIier et qui désiraient néanmoins 
en faire des applications éclairées , m'engagèrent vivement à 
m'occuper de cette question. Des travaux scientifiques d'un 
autre ordre m'ont long-temps empêché de le faire, et ce n'est 
que depuis un an environ que j'ai été en mesure de présenter 
à la Société le résultat de mes premières recherches. Préalable- 
ment j'en fis part à l'un des ingénieurs du chemin du Nord, et 
j'appris de lui , sans surprise , que les contrepoids n'avaient pas 
produit tous les bons effets qu'on en avait espérés. Les mouve- 
ments que l'on se proposait de détruire ont bien à peu près 
disparu^ mais les bandages des roues motrices s'usent encore en 
certains points de leur circonférence d'une manière fâcheuse. 
Pour faire disparaître les inconvénients de cet usé, qui atteint 
souvent une profondeur de 5 à 6 millimètres après un parcours 
de trente mille kilomètres environ , l'on est obligé de mettre les 



roaes sar le tour, pour en enlever les portions de la circonfé- 
rence qui n'ont pas été atteintes. Il en résulte des pertes de 
temps et de matière, en un mot des dépenses, que les ingénieurs 
doivent chercher à éviter ou tout an moins à diminuer. 

J*ai dit que j'avais appris ces choses sans en être surpris : en 
effet, la théorie de M. I^iOchateHer, dont on Tait usage, n'in- 
dique pas toutes les conditions à remplir; il en est plusieurs 
que cet ingénieur ne parait pas avoir entrevues. Je suis porté à 
croire que, si ces conditions avaient été connues , et que Ton se 
fût efforcé de les réaliser en ce qu'elles offrent de réalisable, 
on aurait obtenu des mouvements plus réguliers encore, et 
l'usé local des bandages aurait été notablement diminué. Il ne 
pourrait disparaître à peu près entièrement qu'en satisfaisant 
à toutes les conditions que nous indiquons. 

Cet usé local des bandages atteste, en même temps que la 
théorie l'indique, une variation dans l'action que les rails 
exercent sur les roues, et que réciproquement celles-ci trans- 
mettent aux rails. Si donc on pouvait parvenir à rendre ces 
actions constantes ou à peu près, on comprend toute l'impor- 
tance que pourrait avoir co résultat relativement à l'établisse- 
ment de la voie elle-même. Les charges sensiblement perma- 
nentes étant alors plus faibles que les charges maximum qui 
se produisent dans l'état actuel des locomotives, il serait pos- 
sible de réduire la masse de fer employée dans la construction 
de la voie, sans que la stabilité en fût diminuée. Je suis par- 
venu effectivement h fixer les conditions théoriques relatives 
à l'invariabilité presque complète des actions qui se développent 
au contact des rails et des roues. 

2. Parmi les conditions dont il s'agit, il en est qui peuvent 
s'obtenir très aisément par la voie synthétique. Ces conditions 
dérivent de la considération du mouvement du centre de gra- 
vité de la locomotive. (J'ai présenté cette déduction à la Société 
dans une communication en date du 7 mars 1851.) 

Les autres conditions se tirent de la considération des mo« 
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méats; on les obtiendrait aussi par la même voie, mais moins 
aisément. 

Il est extrêmement intéressant do former les expressions des 
inégalités qui se produisent dans les machines locomotives en 
mouvement; il devient bien facile ensuite de fixer les condi- 
tions pour que ces inégalités ('*') s'annulent. C'est de cette ma- 
nière que j*ai procédé, en suivant la méthode analytique qui 
m*a paru être le moyen le plus sûr à employer dans cette re- 
cherche. En effet, il suffît d énoncer le problème pour que sa 
traduction algébrique s'ensuive immédiatement. Une fois les 
équations écrites, la série des opérations à effectuer se trouve 
indiquée très clairement. 

Les principes de mécanique auxquels j*ai recours sont des 
plus élémentaires de la dynamique. Je ne crois pas inutile de 
les énoncer ici : i"" Le produit de la masse d'un élément matériel 
par Vaccélération de sa vitesse projetée sur une droite fixe est 
égal à la somme des projections sur la même droite des forces qui 
le sollicitent; 2» Les actions et réactions mutuelles de deux élé^ 
ments matériels sont égales et opposées. — Je fais pourtant usago 
do la notion des centres de gravité, des moments des forces et 
des moments d'inertie; mais il me suffit à la rigueur que Ton 
en comprenne les définitions. 

Des deux principes que je viens d'énoncer, je déduis les 
transformations des théorèmes concernant le mouvement du 
centre de gravité et les aires, pour le cas du mouvement rela* 
tif que nous avons à envisager. Je n'ai pas cru devoir renvoyer 
aux traités élémentaires de mécanique, et transformer les 
énoncés qui se trouvent dans ces traités, attendu que la dé^ 



(*) Parmi les inégalités qni se développent durant le mouvement , il en est 
que négligent ordinairement les ingénieurs : ce sont celles qni dépendent de 
la variation de vitesse angulaire des manivelles. J^ai eu égard & ces inégalités^ 
ce qui était facile. De cette manière, on peut aborder la discussion de l'efTet 
des variaUons de vitesse angulaire et Tétude des modifications que l^on 
pourrait proposer de tenter dans la distribution de la vapeur pour atténuer 
cet effet. 
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monstraUon des énoncés transformés n'est pas pios longue que 
la transformation des énoncés primitifs. Du reste, les anciens 
élèves de TEcole centrale ne possèdent pour la plupart aucune 
notion sur le principe des aires ^ et il importe de leur faciliter 
rintelligence d'un théorème de mécanique sans lequel il est 
impossible de calculer l'intensité des forces qui se développent 
dans les machines pendant qu'elles fonctionnent, et, par suite i 
de résoudre les questions qui se rattachent h leur stabilité. 

S. Les machines accouplées feront l'objet de la discussion 
générale } les résultats auxquels nous parviendrons s'applique- 
ront encore aux machines non couplées , puisqu'il suffira d'y 
faire abstraction de tout ce qu'entratne Taccouplement des 
roues. Les axes des cylindres y serout supposés inclinés par 
rapport à la voie : en faisant varier l'inclinaison convena- 
blement , les formules s'appliqueront aussi bien aux cylindres 
placés à l'arrière qu'à ceux placés à l'avant de la locomotive. 

Le problème étant assez compliqué , je supposerai l'axe de 
la voie rectiligne, et incliné à l'horizon d'un angle quelconque. 
En admettant que la solution qui serait relative à une cour- 
bure donnée de la voie ne coïncidât pas avec celle qui corres- 
pondrait à une voie rectiligne, on reconnaîtra qu'il serait, sinon 
impossible, du moins peu praticable de faire varier suivant la 
courbure de la voie la distribution des masses en mouvement. 
On voit donc qu'il faut s'en tenir à la solution correspondante 
à la voie rectiligne. Disons à l'avance que cette solution est in- 
dépendante de la pente de la voie, ce qu'il est facile de prévoir. 

Nous serons obligés de supposer la voie rigoureusement rec- 
tiligne y c'est-à-dire que nous ferons abstraction de la flexion 
des rails. Pour avoir égard à cette flexion « il serait nécessaire 
de définir géométriquement la loi du contact d'un point donné 
de la circonférence des roues avec les rails , comme , par exem- 
ple I cela se pourrait si les roues étaient dentées et que le rail 
fût muni d'une crémaillère; encore faodrait-il que les nombres 
de dents de la roue et d'un rail fussent commensurables, et 
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qu'à chaque parcoara de la loeomoiive les mémeg dents fassent 
tonjoars en contact. La solution que l'on obtiendrait serait très 
probablement différente de celle qui convient au cas de rails 
inflexibles. Or, dans la pratique, tont s'oppose à la permanence 
d'une pareille loi des contacts : il ne parait pas, dès lors, qu'il 
y ait mieux h Taire que de négliger la flexion des rails. 

Nous négligerons encore les effets de la flexion des ressorts 
de suspension. D'ailleurs, voulût-on y avoir égard, on com- 
mencerait par obtenir une première approximation en les né- 
gligeant, et Ton^se servirait des résultats obtenus pour procé- 
der à une seconde approximation , dans laquelle on en tien- 
drait compte. En sorte que, si, sous ce rapport , notre travail 
n'est pas complet , il doit cependant être considéré comme un 
acheminement nécessaire à une solution plus complète. 

De plus, nous admettrons que les diverses pièces qui entrent 
dans la composition des machines locomotives soient asse^ ré- 
sistantes pour ne point être déformées sous l'influence des for- 
ces mutuelles ou des forces extérieures qui les sollicitent, et 
qu'elles ne puissent prendre d'autres mouvements relatifs que 
ceux qui répondent aux fonctions de chacune d elles , de ma- 
nière que, pour ces pièces , on puisse faire usage des formules 
qui conviennent à des corps solides. 

Les locomotives sont généralement formées par la réunion 
de deux machines séparées y alimentées par une chaudière et 
un foyer communs. Le plan de juxtaposition des deux ma- 
chines se nomme plan méridien. Sauf les exceptions que nous 
allons indiquer, nous supposerons les deux machines symétri- 
ques quant à la distribution des masses par rapport au plan 
méridien, à cela près que l'angle des manivelles sera con- 
stamment droit. Il sera plus simple de considérer comme une 
seule pièce l'ensemble d'une roue et du contrepoids dont elle 
pourra être munie : ce sera une roue dont le centre de gravité 
n'est pas situé sur Taxe. Cet organe pourra, suivant les cas, 
être ou ne pas être assujetti à la loi de symétrie (les roues ren- 
ies pourront faire exception à cette loi); maiS; cependant. 
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noDfl sapposecQns égales les masses des roues et contrepoids 
portées sur le même essieu, et aussi les distances de leurs 
centres de gravité au plan méridien. 

Il sera également nécessaire, pour la simplification des cal« 
culs y d'admettre, comme cela a presque toujours lieu, que 
chacun des organes mobiles, ou chaque partie géométrique- 
ment distincte d'un de ces organes , sont formés de deux par- 
ties symétriques par rapport aux plans parallèles au plan mé^ 
lidien qui passent par leurs centres de gravité. 

Nqus disons fortU UstineU d'un organe mobile parce que , 
par exemple I on ne pourrait pas, dans certaines équations « 
concentrer les masses d'une manivelle et de son bouton h leur 
centre commun de gravité, et qu'il Tant , dans ces équations ^ 
écrire un terme pour la manivelle et un autre pour le bouton t 
ces parties distinctes d'un même organe satisfont, en effet, in- 
dividuellement à la condition de symétrie qui vient d'être 
énoncée. Toujours dans le même but de simplification , on ad- 
mettra que les centres de gravité des organes mobiles sont, en 
outre, situés sur leurs axes de figure. Ainsi, le centre de gra- 
vité d'une manivelle sera situé sur une perpendiculaire com- 
mune à l'axe de l'essieu et du bouton ou manneton de la mani-r 
velle. Le centre de gravité de la bielle se trouvera sur la droite 
qui joint le centre du manneton et celui de la tête du piston. 
Le centre de gravité d'une bielle d'accouplement sera situé sur 
la perpendiculaire commune aux axes des boutons des mani- 
velles d'accouplement , etc. 

Les masses en mouvement qui produisent les effets les plus 
sensibles sont les bielles, manivelles, pistons et roues munies 
de eontrepoids. Les faibles masses , ou plus encore les faibles 
vitesses des organes de distribution de Teau et de la vapeur, 
rendent leurs effets moins importants. Aussi , dans la question 
qui nous occupe, néglige-t-on les mouvements de ces organes. 
Noos aurions cherché à en tenir compte si les modes de trans- 
mission du mouvement dans ces derniers systèmes ne présen- 
taient pas des variétés extrêmement nombreuses. Il serait im- 



— 12 — 

possible d'établir dee formuleB générales qui s'appliqaassenl di- 
rectement à ces divers systèmes* Pour cette raison, nons n'en 
avons pas tena plus de compte qae ne l'ont lait nos prédécesseurs* 
An reste ^ le calcul que noas exposerons, en ce qui concerne 
les biellesi manivelles, pistons et roues mnnies de contrepoids, 
pourra servir de guide à ceux qui voudraient avoir égard au 
mouvement de pièces autres que celles-ci. Nous rangerons 
donc les organes de distribution de l'eau et de la vapeur dans 
la catégorie des pièeeêfiœesj et disons de suite que, pour la sy- 
métrie des calculs, nous nommerons demi-en$embh des pièces 
fixes Tensemble de ces pièces qui sont situées d'un même côté 
du plan méridien. 

Toutes ces restrictions ou conventions étant préalablement 
établies, nous allons dire actuellement comment nous envisa- 
geons le problème de la stabilité des macliines locomotives en 
mouvement. 

DOMRftiS BT ÉHONCÉ DU PBOBLkVB. 

4. Les données du problème consistent dans les conditions 
auxquelles doit être soumise toute locomotive, savoir, que les 
parties rèlativemetU fixes de cet appareil, hhdti^ par exemple, 
conservent un mouvement rectiUgne^ et, sinon uniforme, du moins 
aussi près de Vitre qv^U est possible de le faire. 

Ces conditions , on le prévoit, impliquent certaines relations 
entre les forces extérieures qui sollicitent la locomotive et les 
vitesses et variations de vitesse des masses en mouvement. 
Théoriquement , on pourrait imaginer des dispositions de rails 
ou de guides présentant une résistance en quelque sorte illimi- 
tée, et telle que le mouvement rectiligne serait assuré dans tous 
les cas. Mais, dans la réalité, les rails ne doivent point être 
assujettis k présenter d*aus8i grandes résistances; les boudins 
des roues ne doivent point être utilisés d'une manière perma- 
nente pour éviter les déviations latérales. Les relations dont 
nous venons de parler, étant supposées formées, donneraient la 
mesure des réactions que doiyeot opposer tes rails dans tous 
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les sens , et , s'ils étaient effectivement incapables de les pro- 
duire, on en conclurait que le mouvement rectiligne ne sau- 
rait être maintenu. Par exemple, la limite de la composante 
horizontale des réactions dans le sens perpendiculaire à la voie 
serait le produit de la composante verticale par le coefficient 
du frottement de glissement \ les limites de la composante ver- 
ticale seraient l'une zéro, Tautre égale à la résistance du rail 
à la rupture , etc. 

Voici maintenant comment le problème b résoudre nous pa- 
rait pouvoir être énoncé : Lu eonditiom relatives au motie^ 
ment reetiligne étant eeméeê remplies , trouver les eonditUms sous 
lesquelles les réactions gercées par les rails non seulement res- 
tent beaucoup au-iessous de leurs limites^ mais se maintiennent 
aussi constantes que possible , quelles que soient la situation des 
manivelles, la vitesse et les variations de la viteue. 

La dernière partie de cet énoncé montre que la solution 
complète du problème devrait avoir pour conséquence de di- 
minuer très notablement l'usé local des bandages , et de per- 
mettre la construction de la voie avec des rails moins résistants 
que ceux en usage aujourd'hui. 

Les conditions qu'il s'agit de rechercber conduiraient , ainsi 
que nous le verrons , à l'usage des contrepoids, si la pratique 
n'en avait pas déjà montré la nécessité. Elles comprendront 
celles que l'on connaît aujourd'hui pour le cas des cylindres 
horizontaux , et qui sont relatives aux mouvements de tangage 
et do ipeet, et, de plus, les conditions relatives aux oscillations 
normales au plan de la voie , au mouvement de roulis et de ;a- 
lop, conditions que l'on n'avait pas fait connaître jusqu'ici. 

L'exposé de ces diverses conditions est l'objet principal de 
ce Mémoire. Nous pensons pouvoir nous dispenser de recher- 
cher les limites des réactions des rails s en effet, ces réactions, 
si les précédentes conditions étaient satisfaites , différeraient 
peu de celles qui auraient lieu au repos, sous l'influence du poids 
de la locomotive et de la force de traction transmise au convoi. 
Elles n'intéressent que la pose et la résistance des rails. Ajou- 
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ioni qoe> ûbob Tlqrpolhèse où ces conditions seraient rempKeB , 
Vétabliflseraent de la voie pourrait être pratiqué en faisant, à 
très peu près» al^straelion du monvemenl de la loeomotiVe , si 
ce n'est pour parer an chances de déraillement provenant de 
causes fortuites. 

nnapis a AvruQinu pomi la solutiom nu raoulafB. 

iS. Les termes du problème étant acceptés y voyons mainte- 
nant comment il convient de l'aborder. Notre énoncé conduit 
è des coaséquenoes que netts éxi)oserons tout d'abord. — Si les 
réactions des rails dans teos les sens doivent être constantes 
durant le mouvement , il suit nêcé^saireméhl que la somme 
des composantes de ces réaction^ « parallèles k une droite de di- 
rection quelconque I doit être constante , et que la somme 
des moments de ces réactions par rapport k un axe quelcon- 
que doit Tétre pareillement. Or la théorie des projections 
montre que, pour qu'il en soit ainsi , il faut et il soffit que ées 
conditions soient remplies à l'égard de trois axes rectangulaires. 
Nous sommes donc conduits à former les expressions des trois 
sommes des composantes parallèles k trois axes rectangulaires 
et des moments aotoar dé ces axes , puiîB k en tirer les condi- 
tions propres k annuler les parties variables de ces expressions. 

Voici ttne autre manière d'envisager la question. Etant don- 
nés les mouvements relatifs des organes de la machine et le 
mouvement rectiligne dé tiranslation du bâtt , on se propose de 
rendre constante chacuile des trois coihposantes des réactions 
développées par les rails. — - Les équations du mouvement du een- 
tre de gravité de la locomotive, et celles des aires ou des mo- 
ments, sont au nombre de six seulement; et les principes géné- 
raux de la mécanique ne peuvent point en fournir d*autres (^^ 



ta^ 



C) On doit remarquer qab l^équaUDo des forces vives servirait seulement 
à déterminer le mouvement dii sistàme, mouvement <t^e hons snppo- 
s(NM donné. Cest pou ceta qii6 BOUS B'bvims point à làlre osage da principe 
des foroes vives. 
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entre les compoeantes , lorsque , oomme ici « l'on fiiik abstrao* 
tion complète de l'élasticité du bftti et de oelle des ressorts de 
suspension. Cette dernière, du reste, disons-le en passant, 
n'aura d'eSet sensible que sur les composantes normales au 
plan de la voie. Or le nombre des composantes, ou plutM le 
nombre des groupes de composantes réductibles à une seule , 
est de beaucoup supérieur à six , et la détermination de leurs 
valeurs individuelles présente une difficulté théorique ana1o«- 
gue à celle de la répartition des pressions exercées sur an plan 
horizontal par un corps solide eu repos qui s'appuie par plus* 
de trois points* 

Toutefois , concevons que l'on joigne à ces six équations un 
nombre suffisant de relations arbitraires entre les composantes t 
on pourra tirer de renlëmble des équations hi valeur de cha- 
cune de ces composantes. Les relations arbitraires dont nous 
parlons dépendent en réalité de Télasticité des pièces de la lo^ 
comotive et de l'état accidentel de la voie ; sous ce dernier rap* 
port elles pourront varier d'une manière discontinue d'an 
instant à l'autre. Mais si on les considère comme absolument 
arbitraires, et que Ton observe que la solution cherchée doit 
rester la même quels que soient les changements que ces rela- 
tions viennent à subir , la solution cherchée devra Convenir 
au cas où les relations arbitraires seraient indépendantes des 
variables qui entrent dans les expressions des trois sommes des 
composantes parallèles aux trob axes coordonnés et des som- 
mes des moments autour de ces axes. Dans ce cas , les valeurs 
des composantes individuelles que l'on tirera de la résolution 
de Tensemble des équations ne contiendront pas de nouvelles 
fonctions de ces variables. Donc une condition nécessaire pour 
l'invariabilité des composantes individuelles des réactions exer- 
cées par les rails est l'anéantissement des termes variables qui 
entrent dans les seconds membres des équations du mouvement 
du centre de gravité et des moments , comme nous Tavons 
trouvé ci-dessus. Et cette condition suffira lorsque les relations 
arUtnures n'introduiront pas elles-mêmes de termes variables^ 
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mais ces relationa sont étrangères à la constitution essentielle 
de la locomotive dans l'hypothèse de la rigidité absolue. 

La discussion purement analytique à laquelle nous venons 
de nous livrer nous a obligés à employer le mot arbitrairej qui 
ne peut être remplacé par aucun autre dans le langage algé- 
brique. Il convient de montrer que les relations arbitraires 
dont il est question répondent en réalité à des circonstances 
étrangères à la constitution géométrique de la locomotive. En 
effet 9 la répartition de la charge d'une locomotive sur cha- 
cune des six roues est produite par un serrage des ressorts de 
suspension qui reste arbitraire entre des limites assez éten- 
dues. D'un autre cété; il existe pour chaque roue une rela- 
tion entre la composante horizontale perpendiculaire à la voie, 
la composante normale et le coefficienrae frottement, relation 
qui dépend de l'inclinaison de la tangente commune aux cour- 
bes de contact de la jante et du rail , et aussi du sens dans le- 
quel le glissement sur cette tangente tend h se produire. Or 
cette relation est purement accidentelle. 

Nous pourrions ajouter que , suivant l'inclinaison relative 
des tangentes de contact qui répondent à deux roues montées 
sur le même essieu, l'élasticité des essieux et des roues joue 
un certain rôle. Ces diverses circonstances accidentelles et 
celles qui se rattachent au serrage arbitraire des ressorts de 
suspension répondent doue bien à ce que nous avons désigné 
dans le langage algébrique sous la dénomination de relations 
arbitraireâ. 

Enfin nous aurions pu couper court à cette discussion en 
disant que l'hypothèse de solidité absolue et de rails rectilignes 
ne nous fournit pas d'autres relations que les six équations du 
mouvement du centre de gravité et des moments. 

nSS tu ÉQUATION. 

0. D'après ce qui a été dit dans le numéro précédent, nous 
avons h former les expressions des sommes des réactions pro- 
duites par les rails décomposées suivant trois axes rectangu* 
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laires et des momento de ces réactions par rapport an ménies 
axes. A cet effet, soient : 

m, l'an des éléments matériels dont se compose la loco- 
motive ; 

^t y'f ^1 1^ coordonnées de m, rapportées à trois axes rec- 
tangulaires entraînés avec la locomotive : Taxe des «^ (fig. 1 




étant nne droite située dans le plan méridien et passant par 
l'axe de Tessieu moteur principal ^ dont le cété positif est di- 
rigé dans le sens positif du mouvement de translation \ l'axa 
des / étant horizontal, perpendiculaire au plan méridien, et 
coupant l'axe des af en un point quelconque, que nous particula* 
riserons suivant les cas (*) ; l'axe des ifj situé dans le plan mé« 



horiiootai 



svani 



(*) Nous easayoïu d^embrsMer id la plus grands généralité ponlble. Afin 
qae nos formules s^appliqnent \ certaines machines employées an chemin da 
nord , noos admettrons qae le moavement ne soit pas commnnlqné dlreete- 
ment à la manhreUe des roaes motrices principales. Dans ces machines, Tone 
des extrémités de la bielle agit en un point JUT de la bielle d'accouplement, el 
le mouTement est communiqué aux roues motrices par un bouton B. Or tons 
les points des bieUes d^ecouplement décrivent des cercles égaux à celui qne 
décrit le point B; les centres de ces cercles sont d'alllenn dans le plan CC^ 
des axes des essieux moteurs : il s*ensuit que le point JT décrit un oerde do 
rayon OJIf aCB» et dont le centre est distant du centre C de la roue mo- 
trice du milieu d*une quantité OC^MB. C'est ce point que nous pren- 
drons pour origine des coordonnées. Pour que nos formules s*appUqaent aux 
autres machinesy il sufllra d'y égaler à xéro la distance OC. 
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ridiMiy perpendifinlaireoient éax deux premiers, et passant p&r 
leur point dlntersection , aura son côté positif dirigé en bas. 

D'autre part, nous rapporterons le mouvement absolu 
de m à trois axes rectangulaires fixes ; l'axe des x sera patul- 
lèl9'à l'axdde lavoiei son o6t6 positif étant dans le sens positif 
du mootement^ Taxe des y, perpendioulaire à l'axe de la voie 
et horizontal; Taxô des r, perpendiculaire au plan de la voiOt 
son c6té positif étant dirigé en bas. 

Soient : 

X , y, z, les coordonnées de m rapportées aux axes fixes ; 

^•9 7o9 ^ot 1^8 coordonnées de Torigine des axes mobiles 
rapportées aux axes fixes. 

Le bâti de la machine ne devant posséder qu'un mouvement 
de translation , il s'ensuit que les aies mobiles doivent rester 
constamment parallèles aux axes fixes. Les conditions de ce 
parallélisme sont exprimées par les équations 

x=x^+a/, J 

T=y.+»'i [ (1) 

^ — ^o+'f* ) 

Les conditions pour que l'origine des coordonnées mobiles 
décrive: une droite parallèle k la voie sont s 

y,=con8t., 
z,=consté 

Enfiaria condiGbn dé rôniToirmifé dii fflô'd^eisentde^transtB- 
tion serait -^ssconst. ou --|^=o, dt désignant Télément dif-* 

férentiel do Umfpêi Cette dernière condition est difficile ^ sinon 
iinpossible h remplir exactement. L'équation dés forces vives 
mohtre eh etfet que la variation de la vitesse de translation 
dépend du mode de distribution de la vapeur, des mouvements 
teriioaux tant absolus que relatifs , du degré de tension des 
i^sorts qui transmettent l'effort de traction aux wagons, etc. 
Nous aurons égard aux conditions exprimées par les équa- 
tions (1) et (3) , mais nous ne nous astreindrons pas à satis- 
faire h la dernière condition. Noos regarderons donc la qnan- 



)(2) 
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titè -r^ comme n'étant pa» nulle, élnoii9 nous bornerons à 

disposer autant que possible des coeflBcients de cette quantité , 
qui ne peut être constante, Aiàis seulement périodique après 
un certain temps de marche , de manière que les termes des 
équations du mouvement du centre de gravité et des moinenta 
qui en sont affectés soient' toujours très petits oii même nuls. La 
discussion dé Téqûàtion des forces vives pourrait être ensuite 
appliquée à la recherche des conditions que doit remplir l^ap- 
(Pareil de distribution de là vapeur pour rendre minimum les 

plus grandes valeurs absolues de -^^ lorsque la vitesse 

moyenne que Ton veut maintenir eftt atteinte^ 



ÉQUÂTIOaS DU HOUTIBÉHT DU GDrYHl Dg fiBAVITÊ 

OU DH TtAHSLATIOlTi 

7. Soient X,TyZ y les sommes des composantes parallèles 
aux axes des jt, y , z, des forées tant mutuelles qu'extérieures 
qui sollicitent la masse élémentaire m. Le premier principe 
fondamental de la dynamique i rappelé au n* 2 , donne 

(Px 

et, en vertu des équations (1), 

^= » -gîT +*" ^* ^*) 

Si Ton fait la somme 2 de semblables équations relatives h 
toutes les masses m dont se compose la locomotive, et que Ton 



(*} Poar focHiter la lecture de ce Mémoire aux anciens élèves do llkole 
centrale qolne connaîtraient pas les dérivées différéntleiles d^ordres sapé- 
rieurs an premier» noos devons avertir que la nbtatioii -^ n^est autre choie 



'© 



que ——ou «jj* ^ *°*Pl^7^^ i* BolstloQ do IL BéUangsr. 



so 



observe que -^ est le même poar tontes ces masses , il vient 

2X=^2m+2m^. (4) 

On doit remarquer qu'en vertu du 2* principe fondamental , 
rappelé au n<» 2 ^ celui de l'égalité entre l'action et la réaction , 
les composantes des forces mutuelles se détruisent deux ii deux 
comme égales et opposées dans le premier membre de l'équa* 
tion (4) , en sorte que la somme 2X ne contient plus que les 
composantes des actions extérieures à la locomotive. 

La considération du mouvement projeté sur les axes des y 
et des X fournirait deux équations pareilles ; seulement, on 
observera que les équations (2) donnent 

-^=0, ^=0. (5) 

On aura donc simplement 

Nous allons faire subir aux équations (&) et (6) quelques fa- 
ciles transformations. 

Soit if la vitesse de translation de l'origine des coordonnées 
mobiles y on aura 

Soient d'autre part : 

« l'angle de la manivelle située du cété des y positifs avec 
l'axe du piston, et mesuré du côté des x positifs vers le côté 
positif de l'sLxe des x ; 

R le rayon des roues motrices. 

En supposant que ces roues ne glissent pas, on aura 

x^:zconst«-|-«R9 
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d'ofi 

Actuellement 9 menons, par le centre de gravité âe chacun 
des organes de la locomotive, trois axes rectangulaires paral- 
lèles aux axes fixes ou mobiles. 

Soient : Ç, «^ (, les coordonnées de la masse m par rapport à 
ces axes } 

H la masse entière de l'organe considéré; 

â?, y, JT , les coordonnées du centre de gravité de H par rap- 
port aux axes mobiles liés au bâti de la locomotive : on aura 

a/=fl?+Ç, 1 

y'zzzy+n, j (9) 

et, relativement au même organe, 

2iii=:M, 2m;=0y 2mi9=:o* 2fln(S=o, (10) 

en vertu de ladéfinition du centre de gravité. 
Il s'ensuit, en ne considérant qu'un seul organe, 

2my'=My, j (il) 

On observera encore que, tous les points de la machine étant 
assujettis k se mouvoir dans des plans parallèles an plan ieBwZf 
les coordonnées yfy y et «, sont des constantes, relativement au 
temps, pour toutes les masses m; d'où il suit généralement 

(Ceci ne serait pas toujours vrai pour les molécules d'eau ou 
de vapeur qui peuvent être entraînées dans des trajectoires non 
situées dans des plans verticaux, ou non symétriques, à un in- 
stant donné, par rapport au plan méridien ; mais, vu leurs fai- 
bles masses, nous ferons abstraction du mouvement de l'eau 
et de la vapeur.) 
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Enfin , nous dislingaerons dans les premiers membres dos 
équations (&) el (6) les termes qui répondent au poids des 
pièces. 

Soi^t X 9 le poids de l'unité de masse } 

f' la pan^e de Ift voie, qpe» pour fixer les idées , nous suppo- 
serons positive dans le cas du mouvement diraot descendi^ity el 
pégat^TO dans Taiiyt^e cw', les compQ3aptes du poids de 91 sui- 
vant les trois axes seront respectivement 

mg^g'i q* m^cQs^'. 

La ioime.0pi>ère ide I9 loço(po^iye poii^rra être désignée par 

En convenant que les sommes 2X y 2T, 2Z , ne compren- 
dront pas les composantes des poids des pièces , on voit qu'il 
faudra remplacer la première et la dernière par 
IK.'\-gsiTïg'IM et 2Z+9cos/2M. 

En verlu de ce qui vient d*étre établi ou convenu^ les équa- 
tions (4) et (6) deviendront 

2ÎL=- jsiDj'2M+^2M+2M^ , 

2Y=o, ^(IS) 

IZ =— yco89'2BI+2M^. 

On eût pu po0er imiDédiatemeiU «os équations en i&voqnant 
Vm des prindpee élémentures de la théorie des forces appa- 
rwtes daiM l^.mpuveniento relatib; ipais^nous avions besoin de 
poser phistouts de» équations qui nous ont semri à les établir. 

ÉQUATIORS DM MGMESnS OU VKS AIIBS. 

8. Reprenons Téquation (ft) ot joigncms^y une équation pa- 
reille relativement à l'axe des y : 
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MaUipIions la première de ces équations par y' ei la seconde 
par â/y pais retranchons le premier résultat de second , il 
viendra 

Si nous supposons formées autant d*équations pareilles qu'il 
y a de masses m dans le système et que nous les ajoutions , 
nous aurons, en ayant égard aux facteurs communs y 

2(Y«'-.X/)=§«2m«'-^-S«y'+2m(«'^-y'^). (14) 

D'autres combinaisons du même genre, ou l'emploi des per- 
mutations tournantes^ donneront 

Les premiers membre des équations (14) et (15) sont les 
sommes des moments des forces qui sollicitent les diverses 
masses m par rapport aux axes mobiles des ;» , â? et y. Il est 
important de remarquer que les forces mutuelles disparaissent 
ici comme dans les équations de translation. En effiçt ces forces 
donnent lieu à des moments égaux et de sens contraire deux 
à deux y qui se détruisent dans les sommes. De cette manière 
on ne doit avoir égard qu'aux moments des forces extérieures. 
Ainsi, les équations des moments, comme celles de translation, 
se trouvent être indépendantes explicitement des forces inté- 
rieures, qui répondent ici à la tension de la vapeur, aux frotte- 
ments d'axe j etc. 

On pourra remarquer que les équations des moments rela- 
tives à des axes mobiles assujettis à rester constamment pa- 
rallèles à des directions données ne diffèrent des équations 
relatives à des axes fixes de mêmes directions que par la pré- 
sence de à deux premiers termes des seconds membres des 
équations (14) et (15). Ces termes peuvent disparaître dans 
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deux circonstances dittioctes: 1* lorsque l'on a 2ma/:=o, 
Snqi'^o, 2mx'=o, c'est-i-dire lorsque l'origine des coor- 
données mobiles coïndde avec le centre <te gravité do système; 
2» lorsque Ion a ■5d"=**>'5é'~ ' "SP""**' c'est-fc-diro 
dans les cas où le mouvement de l'origine des axes mobiles est 
uniforme- 

Les derniers termes des seconds membres, et qui les forment 
& eux aeals dans les deux cas (jue nous venons de mentionner, 
sont susceptibles d'une doable interprétation que nons allons 
présenter ici. Considérons par exemple le dernier terme de la 
dernière équation des moments ; ce terme poarra s'écrire t 



\ dt dtj, 



ce dont on s'assurera en effectuant la dilTérentiation indi- 
quée ici. On peut encore l'écrire comme il suit : 

daf , 



._/ daf , dx'.\ 



Or m ^ est la quantité de mouvement de m projetée sur 

l'axe des», et i»~j-x' est le moment par rapport fa l'axe 
des y de cette quantité de mouvement projetée, moment dont 
le sens est celui de z vers x. Le terme suivant, en ayant égard 
an signe dont il est précédé, est le moment de la quantité de 
mouvement projetée sur l'axe des z par rapport è l'axe des y 
et de môme sens que le précédent. La somme des deux termes 
est donc égale an moment de la quantité de mouvement de m 
par rapport k l'axe des y. Observons maintenant que les mo- 
ments des forces contenus dans le premier membre de la se- 
conde équation (15) sont relatifs à l'axe des y et de même sens 
que les précédents. Il en résulte que la même équation, dans 
les cas oli le second membre se réduit k son dernier terme, 
peut s'énoncer ainsi : 



S 
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Là êomme des mamenti des forces tœtérieureê par rapport à 
un axe donné est égale à la différentielle de la somme des mo- 
ments des quantités de mouvement par rapport au même axe, 
divisée par la différentielle du temps. 

Cet énoncé justifie la dénomination de théorème des moments 
sous laquelle on désigne Téquation que nous venons de consi- 
dérer. 

Voici la seconde interprétation, qui nous sera utile dans un 
instant. 

Soient (fig. 2) : / la projection de la distance de m k Tori- 





iFig. 2.) 




ginedes coordonnées, ou le rayon vecteur de m projeté sur te 
plan des xxj 

ftM'angle de cette projection avec l'axe des x compté de ja; 
vers X ou dans le sens adopté des moments positifs : on aura 

d*o(i 

^=-/sma'_+C0Sa'^, 
_=+/C0S«c'^+S.nc.'.^; 

il 8*ensuit, toutes réductions faites , 



On a donc 



,d^ ,d^ .deJ 
dt dt^ dt' 






<15»M) 

S 
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Maift p'^dùi' est la double de l'aire dèoriie par la projection 
da rayon veetenr pendant l'inttakit dt^ dans le sens dos momenla 

da' 

positifs ; f^'*-y7 ^t lo doubla de Tàii^ décrite en projeetioii par 

unité de temps h l'instant considéré: donc le terme en question* 
est égal à la différentielle de la somme des produits de chaque 
masse et de l'aire décrite pendant l'unité de temps par le rayon 
vecteur projeté , divisée par la différentielle du temps. 

D'un autre côté , l'un des moments qui entrent dans le 1*' 
membre de la 2* éq. (1 5) est égal à la force projetée sur le plan des 
2Xy multipliée par la perpendiculaire abaissée de l'origine des 
coordonnées sur la direction de la force projetée ; en représen- 
tant cette projection par une ligne, le moment de la force sera 
représenté par le double de l'aire d'un triangle ayant son 
sommet à l'origine des coordonnées et ayant pour base la pro- 
jection de la force 5 cette aire devant être prise positivement 
ou négativement, suivant le sens du moment. Lors donc que les 
seconds membres de nos équations peuvent être réduits à leurs 
derniers termes , on énonce ces équations de la manière sui- 
vante s 

La êomme des aire$ dêê triangles fui ont ^our sommet com^ 
mun l'origine des coordonnéesy et pour basée les projections des 
forces extérieures sur un plan donnée est égale à la différentielle 
de la somme des produits de chaque masse et de l'aire décrite 
pendant Funité de temps par le rayon vecteur projeté sur le 
même plan, divisée par la différentielle du temps. 

Cet énoncé explique la dénomination de principe dcj aires. 

Ajoutons que les équations des moments ou des aires s'ap- 
pellent encore équations du mouvement rotatoire. 

On n'aura pas besoin de se préoccuper de retenir les énoncés 
précédents, attendu que nous ne ferons usage que des équa- 
tions elles-mêmes. 



8. Nous allons opérer dans les équations (i&) et (15) les 
réductions qui résultent immédiatement des relations (2) , (7) 
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«t (12) ; il Tiendra ainsi 



?(Yx'-X»')=-^2my'-2my'^ ^ 



«Pu' 



( 



Une conséquence de la symétrie admise an n* S , et de ce que 
nous négligeons le mouvement des molécules d*eau et de va- 
peur, est que l'on a, relativement à la masse entière de la loco- 
motive» 

2my' = o. (17) 

En vertu des équations (9) et suivantes , le produit / -^p- 
devient 

d'où, en multipliant par m et faisant la somme étendue à Tun 
des organes de la machine, 

2»»y -5ir=y^2m+y2m-5p+^2m«+2miîgp, 
ou bion^ àcausede2ffi=U, 2m^=:o, 2mTQ=^o^ 

Le ternie Zmq ^ peut être regardé oomme nul dans les lo- 
comotives. Bn effet, il e9t nul â*abofd pour les pièces fixes, 
quant aux pièces mobiles o\kpartie$ dUtinctei d'un organe mo- 
bile, dont nous avons parlé au n* 3, ces pièces sont symétri- 
ques par rapport h un plan vertical passant par leur centre de 
gravité, en sorte qu'il existe toujours deux masses m égales 

(PC 

pour lesquelles -^ ayant la même valeur, les ordonnées n sont 
égales et de signes contraires. 
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Si nous convenons comme plus haut de séparer , parmi tes 
forces, celles qui proviennent de l'action de la pesanteur, le 
terme— 2Xy' devrait être changé en— 2Xy'— ^sinjf'imy'j 
mais nous avons déjà trouvé Smy'^zopour la masse entière de 
la locomotive. En étendant maintenant les sommes 1 au sys- 
tème entier, la première équation (16) deviendra 

2(Y«'-Xy')=-2My^. (18) 

Passons à la 2* éqaatioa (16). Le facteur y' -j^ devient, en 
vertu des équations (9), 

Multiplions 'par m, et faisons, comme plus haut, la somme 
étendue seulement à la masse de l'un des organes, il vient 

ou encore, à cause de 2m=: M, 2m<j^,=o, 2fiiQ=o, 

éPz^ â^z d^^ 

(Pi 

La remarque faite tout h l'heure à l'égard de 2m«i -rp ^'^P^ 

plique à Imij — qui s'annule par les mêmes motifs. 

[.e terme 2Zy', qui devrait être changé en Uty'-^-geoBg'lmy', 
se réduit à SZy' lorsqu'on l'applique à la locomotive entière. 

Etendons les sommes 2 au système entier, la seconde équa- 
tion (16) deviendra 

2^Zy'-Y;8')=+2My^. (19) 

Il reste h transformer la 3« équation (16). 
La partie du facteur 2,mz' qui se rapporte à un organe de la 
locomotive est évidemment Mz. Quant au dernier terme, il 
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vient, en verta des équations (9), 

<'+o(S+g)-c-+o(ë+§)= 

En mnltipliant par m et faisant la gomme étendue h l'ao des 
organes de la locomotive, il vient 

OU bien , 

h cause de 2m =Hy 2mç=o, 2m;=o, Sm—J — ^, 2m«-r-2=o, 

Le dernier terme de cette expression doit encore être trans- 
formé. Soient : p" la projection sur le plan des xx^ de la distance 
de m à Torigine des coordonnées mobiles qui passent par le 
centre de gravité de M, ou bien la distance de m à Taxe des y, 
qui passe par ce centre ^ a^' Tangle de cette projection avec Taxe 
des X compté de x vers â?: on aura, de la même manière qae 
nous avons obtenu l'équation (15 hU) , 

H^5P-'^5ïïJ= dt • 

Toutes les masses m se mouvant dans des plans parallèles 
au plan des xx^ leurs distances p" à Taxe y qui passe par le 
centre de gravité de Torgane M sont des longueurs constantes. 
En outre y soient : y" l'angle qu'une droite prise arbitrairement 
dans un plan parallèle au plan des œx, et liée à l'organe en mou- 
vement, fait avec l'axe des x dans le sens iex it x; y' l'angle 
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observe que -^ est le même pour toutes ces masses , il fient 

2X=^2m+2«^. (4) 

On doit remarquer qu'en vertu du 2* principe fondamental , 
rappelé au n* 2 , celui de l'égalité entre l'action et la réaction, 
les composantes des forces mutuelles se détruisent deux à deux 
comme égales et opposées dans le premier membre de l'équa- 
tion (4) , en sorte que la somme 2X ne contient plus que les 
composantes des actions extérieures à la locomotive. 

La considération du mouvement projeté sur les axes des y 
et des X fournirait deux équations pareilles ; seulement, on 
observera que les équations (2) donnent 

On aura donc simplement 

2Z=2«g. 

Nous allons faire subir aux équations (&) et (6) quelques fa- 
ciles transformations. 

Soit p la vitesse de translation de l'origine des coordonnées 
mobiles I on aura 

Soient d'autre part : 

a l'angle de la manivelle située du côté des y positifs avec 
l'axe du piston, et mesuré du côté des œ positifs vers le côté 
positif de l'axe des z \ 

R le rayon des roues motrices. 

En supposant que ces roues ne glissent pas, on aura 

x,=const«4-«B9 
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Actuellement 9 menons, par le centre de gravité de chacun 
des organes de la locomotive, trois axes rectangulaires paral- 
lèles aux axes fixes ou mobiles. 

Soient : S, «^ (^ les coordonnées de la masse m par rapport à 
ces axes } 

H la masse entière de Torgane considéré ; 

â?, y, JT , les coordonnées du centre de gravité de H par rap- 
port aux axes mobiles liés au bâti de la locomotive s on aura 

a/=:«+Ç, 1 

y'zzzy+n, j (9) 

et, relativement au même organe, 

2iii=M, 2m;==0y 2mi9=o, 2fln(s=o, (10) 

en vertu de ladéfinition du centre de gravité. 
Il s'ensuit , en ne considérant qu'un seul organe , 

2my'=My, j (il) 

On observera encore que, tous les points de la machine étant 
assujettis k se mouvoir dans des plans parallèles an plan desâr^, 
les coordonnées yfy y et u, sont des constantes, relativement au 
temps, pour toutes les masses m; d'où il suit généralement 

^=0. 2m^=o. (12) 

(Ceci ne serait pas toujours vrai pour les molécules d'eau ou 
de vapeur qui peuvent être entraînées dans des trajectoires non 
situées dans des plans verticaux, ou non symétriques, à un In- 
stant donné, par rapport au plan méridien ; mais , vu leurs fai- 
bles masses, nous ferons abstraction du mouvement de l'eau . 
et de la vapeur.) 
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constant du rayon vecteur ç!' avec cette droite, en sorte que 
Ton ait 

il viendra 

dt^ dt' 

La dérivée -7- est la vitesse angulaire de rotation du corps 

M autour d'un axe parallèle à Taxe des y. Cette quantité étant 
commune h toutes les masses m, il s'ensuit 

La quantité Zmp"^ est le moment d'inertie de la masse M 
par rapport à un axe parallèle à y et qui passe par le centre de 
gravité de M$ nous le désignerons suivant l'habitude par MV. 
L'équation précédente étant différentiée^ le terme qui nous oc- 
cupe devient simplement 






La dérivée seconde --~p est ce que Ton appelle accélération 

de la vitesse angulaire par utiité de temps. 

En ne considérant donc qu'un seul organe de la machine , 
on a 

Il convient encore de séparer dans le premier membre de 
l'équation (16) les termes qui dépendent de l'action de la pe- 
santeur. Il faudra Y pour rela^ ajouter à ce membre, ou, ce 
qui est préférable, retrancher au second , les termes 

jsin^'Zm^' — gcosg'lmœ' , 

qui se réduisent, lorsque Ton ne considère qu'un seul organe, à 

^gsmg^iiz — gcosg'i/lw* 
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La 8* iqaation (16) devient donc finalement 

2Ç^—7af)=-gsing'IMz-{-geo9g'St&x+ JsM* 

Les équations (18), (19) et (20)^ apntles transformées qa'il 
s'agissait d'obtemr. Ces équatioils, jointes ^ax trois équa-- 
lions (13)» vont servir de baie aux développements que nou^ 
allons bientôt entreprendre. 

Pbservons qu'elles ne ^ont pas particulières a^x locomoti- 
ves , mais qu'elles conviennent à toute machine remplissait 
les conditions de symétrie auxquelles sont assujetties les roues, 
et 4ont certaines pièces auxquelles on rapporte les mouvements 
relatifs sont animées d'un mouvement rectiligne iquelconque, 
parallèle à Taxe des ^. 



^UATioif im PomcBs vivn. 

10. Nous ne ferons pas usage de l'équation des forées vives 
pour établir lès conditions de l'emploi des contrepoids. Cepen- 
dant, si l'on voulait calculer les variations qu'éprouvent les som- 
mes des projections des réactions des rails, et de leurs moments, 
dans une machine équilibrée plus ou moins imparlàitement, 
il serait nécessaire d'avoir recours à l'équation des forces vives, 
en l'absence d'indications Instrumentales sur les variations de 

vitesse angulaire de la manivelle. Dans cette circonstance , la 

éPoL 
quantité -^ que renfermeront les équations développées des 

mouvements de translation et des moments ne pourrait être ef- 
fectivement obtenue qu'à l'aide de l'équation des forces vives. 
Au lieu de la déduire de celle qui répond au mouvement 
absolu , nous la formerons directement pour le mouvement re- 
latif. 

Multiplions Téquation (8) par daf^ puis par dy', At!^ deux 
équations pareilles relatives aux axes des y et des sr, et faisons 
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Le second de ces tarnoei doit étn» l^ao^tormé* Eayprtodlies 
équations (9) , il vient 

=dœ^+ dz^ + 2(<terf5 + dzdç) + di^+dK^. 

Multipliant par m, puis faisant la somme étendoo à la masse 
M de l'un des organes, on aura, en ayant égard aux facteurs 
communs et ^iix sommées qvi s'annulent 

2m (da/^ -f dz'^)s::M(dx^+dz^) + 2an{de +4iç2) j 

mais, en se reportant aux notations du numéro précédent , 
on aura 

et par spite 
d'où 

Différentions cette équation et divisons par 2iff, il viendra, 
relativement à l'un des organes de masse M , 

Enfin nous désignerons par ^mwdw le terme de l'équation 
des forces vives qui répond au mouvement relatif des fluides 
dans la loeomotive. 

Réunissant ces divers résultats et divisant tout par dXy on 
obtient^ relativement k la masse entière de la locomotive 

~ dt ~ di dt 



. ^../<te d^x . dz d^z\ 
~^ dt dJ» ^'^'^ dt 



(22) 
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Telle est rèqaation des tote^ vives qo'tl convient d'appli^ 
quer aux machines locomotives. En supposant qu'il n'y ail pas 
glissement, toutes les variables qui entrent dans cette équation 
et leurs dérivées pourront s'exprimer en fonction de a et de 
ses dérivéesi lorsque le mode de distribution de la vapeur sera 
donné. Tous les termes de cette équation deviendront alors 

divisibles par ^, et Ton en pourra tirer la valeur de -jp. 

On parviendrait exactement au résultat que nous venons 
d'obtenir en partant de l'équation des forces vives établie pour 
le cas du mouvement absolu et y substituant les expressions (9) 
des coordonnées ; mais la transformation serait un peu plus 
longue que le calcul précédent. 

Nous renverrons pour quelques explications concernant left 
quantités dTm et Ittnwdw à la deuxième partie d'un mémoire 
sur l'emploi de Tair chaud dans les hauts-fourneaux, que nous 
avons présenté k la Société des ingénieurs civils. 

TIANSFORMATION DBS COOtDONIftBS , 
POUR AVOIE fteABD A L'fNCLfN A1S0N 1M» CTLnmSS* 

11. Les coordonnées que renferment les équations (13) , 
(18), (19j , (2^0^ et (22), soni toutes relatives aux axes mobiles 
parallèle et perpendiculaires à la voie ^ a!y^jX\ désignent. piBi^ 
ticulièremeni les coordonnées des points de contact 4es roues 
et des rails, iandîs que m^ y, Zj senties coordonnées du centra 
de gravité d'un organe quelconque, fixe ou mobile: la dérivée 

-^ est la vitesse angulaire d'un organe mobile mesurée dans 
le sens de x'^^x, ou en sens contraire du mouvement de rota- 
tiondela manivelle: --^V ^^^ l'accélération de cette vitesse 
angulaire. 

Nous prendrons pour origine des coordonnées le milieu de 
la droite qui joint les centres ée»cereles décrits par les extrémi- 
tésdes bielles. Cette origine se confondra avec le milieu de l'axe 
des roues motrices principales dans la plupart des machines. 



Les nouveaux axes qoe nous alluia employer auront la mAme 
origine; l'axe des y cointidera ègaloment avec le précédent ; 



l 




mais nous prendrons pour nouvel axe des x an axe parallèle 
h celai des cylindres , et pour axe des x an axe faisant arec 
l'ancieD un angle égal et de même sens que celui du nouvel et 
de l'ancien axe des ce. Nous désignerons provisoirement par 
Bcf' et z" les coordonnées des centres de gravité des masses H 
rapportées & ces axes. 

Définissons l'inelinaiion des cylindres. 

(fig. S) étant le centre du cercle décrit par rextrémité M 
delà bielle, Platétedu piston élevé au dessus de l'avant de 
la machine, nous désignerons par s l'inclinaison ir" 00;=: VOz. 
Dans le cas où les cylindres seraient k l'arriére sur le prolonge- 
ment de Ox, l'angle e deviendrait égal à 180*. A l'aide de cette 
convention, nos formules conviendront à toute situation donnée 
des cylindres. 

Les formules connues de la transformation des coordonnées 
nous fournissent les relations 

x=ir"cose4-'î"rfn9, 1 , ,, 

X ^ 2"cosS — «"sine ; I 

on en lire, par la diffèrentiation, 

■^■"■■■"^ ' ,«) 
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d'où 



(25) 



àx dz _ „ dx" dz" 

^H^'^li-^ Tt ^ HT' 

dx^ . dz^ _daf'^ i ^^"^ 
d|a+(/|i— dt^ "*" dt* ' 

pais, en différentiant de nouveau , 

d'x ^d?af^ , , d^zf' 

^=CO8(^_4.«O0_. 

-5=cose^-s.nS.^ 

d< di^'^dt di^^ dt di^ "*" dt dt' * / 

Telles sont les valeurs qa'il faut actuellement substituer 
dans les équations (15), (18), (19), (20) et (22) : nous allons 
opérer cette substitution, et nous supprimerons ensuite les ac- 
cents, afin de ne pas compliquer l'écriture ; seulement nous 
n'oublierons pas que les coordonnées dP et jr se rapporteront à 
des axes l'un parallèle et l'autre perpendiculaire aux axes des 
cylindres. Ajoutons encore que nous nous réserverons plus tard 
la faculté de rapporter les positions de quelques masses aux 
anciens axes, et qu'il sufi&ra pour cela de faire 9=o dans les 
termes correspondants. En effet, il vient, dans cette hypothèse, 
en vertu des équations (2S) , «=a/', jj=a''. 

Voici le résultat de la substitution : 

Equation» du mo«vMn«nl dt trantlMion. 

2X=r^ —gtàng>\ 2M+co89 2M ^'+sine M ~ [«] 
2Y=o [y] } (26) 

2Z=— jco»s'2M+co862M5-ï— 8ine2M-jp. [*] 



— 38 — 



r 

£jua(toit« iu mowotmtnt rolatoire, 
2CYa'-Xv')=-cos92My ^ - sinSSMy ^ («) 

Les notations [x]^ [y], [z], rappellent que les équations aux- 
quelles elles se rapportent sont celles du mouvement de trans- 
lation parallèlement aux trois axes x, y, Zf primitifs. 

Les notations (2), (a:\ (y), rappellent que les équations cor- 
respondantes sont les équations du mouvement de rotation au- 
tour des axes Zj â? et y. 

(Nous nous dispenserons d'opérer les Bobstitutions dans l'é- 
quation des forces vives, attendu que nous n'en ferons pas 
usage dans le présent Mémoire.) 

Il s'agii actuellement de calculer les valeurs des dtffdrenls 
terme$ qui entrent dans ces équations, et de les exprimer en 
fonctions de l'angle a de la manivelle avec Vaxe du piston et 
des deux premières dérivées de cette quantité. 

CALCDL DBS GOOaDONNÉBS â?, Z, D*DN POIIfT PBIS SUR l'AXB 
DB LA BIBLLB, DBS DÊBIVÉBS OB CBS COOBDONNÉBS, 

et de raccélération de vitesse angulaire de la bielle. 

12. Il nous sera facile de déduire, à l'aide de ces détermi- 
nations , celles qui se rapportent au centre de gravité même de 
la bielle et au piston : c'est pourquoi nous préférons traiter la 
question analytique qui concerne un point quelconque j^is 
sur Taxe de la bielle. 

Soient , (fig. b) *: 

r le rayon de la manivelle située du côté des y positifs, ou 
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plus généralement le rayon du cercle décrit par rextréniieé 
de la bielle^ 



(Fig. 4,) 



X 




a Tangle de r avec Taxe des x compté de x vers js , ou en 
sens contraire de l'angle y" du n' 9 ; 

B la longueur de la bielJe ; 

b la distance d'un point Jf , pris sur Taxe de là bielle , à la 
tête du piston, comptée de celle-ci vers le bouton de la manivelle} 

X, y y x^ les coordonnées du point Jf ; 

p l'angle aigu de la bielle avee le prolongement de l'axe 
des Xj positif pour a compris entre 0* et 180*, négatif pour « 
compris entre 180* et 360*; l'Mgl^ p croît dans le sens de 
l'angle 7'', et, d'après la signification de cet angle, on a 

lû-Tt ^"^ 

relativement à la bielle. 

Les coordonnées âii point M en fonction des angles a et p, 
et de la distance fr, sont 

â?=rcosa-|-(B — b)eoêp, \ 

r } (29) 

La seconde de ces valeurs de z résulte de la proportionnalité 
des iinuB, ^ui fournit la relation 

sin^zzgsina. (30) 
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En différentiant les équations (29) , il vient 

^=-r«Da-_CB-&)«np_, ) 



(31) 
dz , r . det 1 



Au moyen de ces valeurs et des précédentes, on obtient 
dx dz ^hd'A ,_ IN*/. c^^ i c^A 

^Tt''''Tt=^^'^Vdr''^^^^^lV'^^^^^ 

Différentions l'équation (50) | nous aurons 

^dfi r doL .^^^ 

Cette dernière et l'équation (30) donnent 

sinasinpjj + cosacosp — =:-(8in2p+cos»f)^=-g^; 
on a donc simplement 

d'où ensuitOi par la différentiation , 

n resterait encore à différentierles équations (SI) et (32) et à 

éliminer langle p et ses dérivées ^^ -^^ mais l'obligation 

où nous serons de combiner deux à deux les termes de même 
forme qui sont relatifs aux organes correspondants ou conju- 
gués des deux machines séparées par le plan méridien , nous 
détermine à recourir à l'emploi des séries. Cette combinaison 
serait impraticable sous forme finie, à cause du radical intro- 
duit par cosp. Notre mémoire déposé aux archives de la So- 
ciété contient les expressions des dérivées sous forme finie; 
nous nous dispensons de les reproduire ici, attendu que nous ne 
devons point en faire usage. 
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B1PBB9S10V8 DBS COORDONlfÉBS LIMÉAIBB8 DBS CBNTBB8 DB GRAYITt 
DB hk BIBLLB BT DU PISTON , DB LBDB8 DÉRIYBBS y BT DB hk Y1TB8SB 

▲NGULAiBB DB LA BIBLLB , eo séiies ordoiiDées luiYant les sinus et 
«osious des multiples de rsngle de la msDiTelle avec Paie dn piston. 

15. L'angto p étant nécessairemeiit aigu , son cosinus est 
esBentieliement posUit; on tire de Téqoation (30) 



cos~~ ^ 



=(*-J«»^-)**- 



La quantité entre parenthèses peut être remplacée par 

1 — ^(1— C082«). 

Posons 

cette même parenthèse se changera en 

1 — sîn'^ 4" *'^*? COSÎa =r COS^y + sîn^y G0S2a ; 

ety si nous convenons que f soit toujours un angle aigu, afin 
que son cosinus reste positif, il viendra 

cos ^ j3 = cos ^ f (1+ tang^y cosStf ) ^ • . 

Nous développerons cette double expression au moyen de la 
formule de Newton, et nous aurons 

cesp=cos7 ( 1+ - UDg'f cosîa— — - tang^f co&^2r-|- r-f-^ taug^f cos'2«\ 
1 l/i 13 135 /(^^) 

+ jjj;^ ^^^^9 cos*2«— €ic. j . / 

L*angler ^^^ '& valeur de p qui répond à «zi:^ ou 66% et 

à«=3^ ou 135». 
6 



/ 
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On pent exprimer tang'f directement en fonction de r et B 
comme il suit : 

La première série (36) contient les puissances entières de 
eosSff^ et comme celles-ci s*expriment, an moyen de formules 
connues, par les premières puissances des cosinus des multi- 
ples entiers de Sa, nous pouvons poser 

cosj3=cos7ZrA«cos2ia. (38) 

La seconde série (36) s'exprimerait de la môme manière au 
mofen de termes de la forme A\cos2îa : il s'ensuit que la fonc- 
tion — ^ qui entre dans l'expression de ^j, équation (32), se 

compose de termes de la forme A'flCosa cosSta.Or on a, par les 
formules trigonomètriquesi 

1 1 

COS« C0S2ia= - C08(2t— 1 )a-|- - C08(2t + i )«• 

/:..'' * Le premier des (aeteur^ de cette forme se lédiiirait évidem- 

ment à cosa : nous pouvons donc poser encore 

^ = — 2:fB.cos(2f+l)«. (39) 

cos|3 cosy \ i y ^ y 

Les sommes S comprises dans les expressions (38) et (39) 
doivent être considérées comme formées en donnant à l'indice 
f toutes les valeurs entières , depuis et y compris zéro jusqu'à 
l'infini. 

Si l'on se reporte aux développements (36) et qu'on ait égard 
aax formules de transformation des puissances de cosinus en 
cosinus de multiples , on observera que les coefficients Â< et 
Bi sont des fonctions de tang^r, dans lesquelles la plus faible 
puissance de cette quantité est t. En convenant de prendre 
tangr pour type des quantités du premier ordre de petitesse, 
on devra Considérer les coefficients A» et B*- comme étant 
de l'ordre 2î. Nous ne présenterons point le calcul de ces 
coefficients, que chacun pourra effectuer sans difficulté , attendu 



\ 
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que le seul d'entre eux qui reste dans les équations de condi- 
lion est le coefficient B., Il est d'ailleurs associé à cos^^ sous la 

forme — ^, valeur qui peut, dans le cas des locomotives, être 
remplacée avec une très grande approximation par . . 

K COSf 

Mais comme ces coefficients pourraient être employés au calcul 
des réactions des rails dans le cas de machines imparfaitement 
équilibrées, noos donnerons dans la note ci-jointe les expres- 
sions de ces mêmes coefficients (*). 

Au moyen des expressions (38) et (39), dont il nous suffisait 
à la rigueur de justifier la forme, il vient d*abord, par les^équa- 
tions (29) et (32), 

\a?=:rcosa-|-(B — è)co8f 2f A< cosSioc, 

^ = n-^2rBico8(«+l)«^. 
dt Bcos^ ^ ' ' rfl 



(*) Bn posant , pour abréger, 



?.«jtâIIRî», 



on aura 



^ S.4 i ^' î,4 6 8 1.Î ''' "* a.4.e.8.io.ii i.a.3 "^^ " 

,33,. 3.5.7 5.4 - , 3.5.7.9.11 7-6.5 , . ^.^ 
^«-'^'+4:6Ï^*+4:651ÔTî^'+4.6.8.ie.lî.i4ÎA$^* +^ 

i ,^ 3.5 4 ^ 3.5.7.9 6.5 e_-tc. 
""î*"' ilelSÎ^* 4.6.8.10.1Î1.Î** 

^ 5 ^ 4.6 ^' ^ 4.6.8.10 1 '^' ^ 4.6.8.10.12.14 1 .a ^' ^^ 

^ 4^8 '^^ 4.6.8.10.tt 1 '^^ ^^ 

h -, Il ^•^•'^ r K t 3.5.7.9.11 7 | i ^|^ 
^* ^4.6.8.10'^' ^4.6.8.10.12.14 l*^* ^•^ 

^•"'"■4.6.».10.I2''-""**^ 

- , 3.5.7.9.11 ,,... 
^^"-+ 4.6^10.12.14 ^'+^^ 
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On en tire par la différentiation 

^ = -[r8in«+2(B~6)co572rtA.siii2ta]^, 



r . . _. . .V d 



3 



!?—==■- [r8in«+2(B—d)co8t2rtA,sin2t«]^, 

— [rC08«4"K^8 — d)C0Sf2?t^AtC082ta]^. 



Ces coefflcients sont d'ailleurs liés entre eax par les relation^ 
A.— 1 (5A.+8^_) 



^'■+-— 2iT3((''-=''^-+*i;)' 



aa moyen desquelles les coefficients se dédairaient successiTemenl des4eox 
premiers , si ces formules n'exigeaient pas remploi d'un grand nombre de 
chiffres pour donner de bons résaltats. Tontefois, on en lire la combinai- 
son suivante, qni peut servir à vérifier Tensemble des calculs : 

Ai(i+|?.)+(i+2?.)[2Aa+3A5+4A44- +[i - 2)A,-,] ' 

Les coefficients B< s'obtiendront indirectement de la manière suivante. Soit 

5?î?«2o*C.C082l«; 
COS/3 " 

la comparaison des développements de ^^ et — | , équations ( 36 ) , montre 
qne Ton passe do premier au second , en multipliant les termes affectés des 
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L'équation (3A) donnera ensaito très aisément 

pnissaDcestacoessifes de tang^f on des coeflIcleDU 

9i, f.S 9i*, ?/>•.. 9.'i 

respectivement par — i, —3, —5, —7,... — (în—l). 

Les coefficients Gr se déduiront de ▲/ en multipliant généralement la puis- 
sance n'èmo de 7b par Sa— 1 ; il vient de la sorte 

C =44.1:3* 1 I i 3.5.7 4.3 ^ 1.3.5.7.941 65.4 ,, 
• ■*" 2.4 r''* "*" 2 4.6.8 1 .2 ^* + 2.4.6.8.10.12 1.2.3 9*» + "^ 

^ _?:?^ , 3.5.7.9 5.4 3 3.5.7.9.11.13 7.6.5 ^_g^ 

^» ^" 4.6Î''' 4.6.8.10 1.2'** *■ 4.6.8.10.12.141.2.3''' 

^ , 3 , , 3.5.7 4 . , 3.5.7.9.11 6.5 -, . 
^^=+^•'+4:6:8 Î^'+ÂMÂÔÂ^T7^^"+^'^' 

3^5 , 3.5.7.9 5 g 3.5.7.911.13 7.6 ,__ 

^•~ 4.6 ''• 4.6.8.101^* 4.6.8.10.12.141.2^' 

, 3.5.7 . , 3.5.7.9.11 6 - , . 
^'^+4:68^' + 4.6,8.10.12 î^-*+^^- 

3.5.7 9 K 3.5.7.9.11.13 7 ^^ 
^"^ 4.6.8.10^' 4.6.8.10.12.141^* •"^' 

^>°+ 4.6.8.10.12 ^'+^^' 

35.7.911.13 , 
*^^"'"' 4.6.8.10.12.14 ^* ~**^' 



Les coefficienls Bi se déduisent des précédents par les relations : 
Bo«Co+|c. 

Ba-J(Ca+C5) 



B-|(C/+C,+0 



On en lire, pour le ealcnl direct de B» , 

B— 4-* J-1:5* 1 1.3.5 3 ^ , 1.3.5.7 4.3 ^ 1.3.5.7.9 5^ fi-n- 
• 2^*"*"2.4 î *"• 2.4.6 ï ^* "*■ 2.4.6.8 1.2 ^' "" 2.4.6^10 i.2 ^' "*" •^ 
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EgttatioH» du mouvement rotatoire. 



!(¥«'— Xy')=—cos92My ^ - sinSSMy ^ 
iCZy* -Yjs'>=+co8ôSMy ^ — sinôSMy ^ 



2(Xji'— Zœ')=:rjco8(j'-Ô)— sine ^IsM*— rj8i«(j'— e)-«>89 tj pWa 

Les notations [a;], [y], [jz], rappellent que les équations aux- 
quelles elles se rapportent sont celles du mouvement de trans- 
lation parallèlement aux trois axes ax^y^Zj primitifs. 

Les notations {z)^ Qt\ (y), rappellent que les équations cor- 
reëpondantêB sont les équadons du mouvement da rotation au- 
tour des axes x^ x et y, 

(Nous nous dispenserons d'opérer les substitaiions dans l'é- 
quation dea foroes vives, attendu que nous n*en ferons pas 
usage dans le présent Mémoire.) 

Il s'agii actuellement de calculer les valeurs des dtffftreDis 
terme$ qui entrent dans ces équations, et de tes exprimer en 
fonctions de l'angle a de la manivelle avec Taxe du piston et 
des deux premières dérivées de cette quantité. 

CALCUL DES COOaDONNÉBS X^ Zj D*DN POIIfT PBI8 SDR l'aXB 
DB LA BIBLLB, DBS DÉBIVÉBS DE CBS COOBDONNÉBS, 

et de raGCélératioD de vitesee angulaire de la bielle. 

12. Il nous sera facile de déduire, à l'aide de ces détermi- 
nations , celles qui se rapportent au centre de gravité même de 
la bielle et au piston : c'est pourquoi nous préférons traiter la 
question analytique qui concerne un point quelconque j^is 
sur Taxe de la bielle. 

Soient , (fig. A) *: 

r le rayon de la manivelle située du côté des y positifs, ou 
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plu9 généralement le rayon du cercle décrit par rextréniité 
de la bielle y 



(Fig. 40 



X 




u Tangle de r avec Taxe des x compté de x vers js , oa en 
sens contraire de l'angle y" du n» 9 ; 

B la longueur de la bielle ; 

b la distance d'un point Jf , pris sur Taxe de là bielle , à la 
tétedu piston, comptée de celle-ci vers le boutonde la manivelle^ 

Xf y, z, les coordonnées du point Jf ; 

p Tangle aigu de la bielle avee le prolongement de Taxe 
des Xf positif pour a compris entre 0* et 180*, négatif pour « 
compris entre 180* et 360*; Tatigl^ p ctolt dans le sens de 
l'angle 7", et, d'après la si^ification de cet angle, on a 

-dT-Tt ^"^ 

relativement à la bielle. 

Les coordonnées du point M en fonction des angles a et p, 
et de la distance by sont 

âP=rcosft-|-(B — b)eùsp, \ 

r } (29) 

s::^bs\fïp=^b^nQc. J ^ 

La seconde de ces valeurs de x résulte de la proportionnalité 
des dDU8> ^Qt fournit la relation 

8in?=^sin«. (30) 
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r 

Equations du mouvunent rotatoire. 
2(Ya'— Xy')=— cos«2My ^ - sinflSMy ^ 

l(Zr/ -Y«'>=+co8«SMy ^ — sinôSMy ^ 

2(Xjï'— Za!')=rtfco8(j'-«)— sinô^lsM*— r^simCj'— e)-co»fl-^ jSMa 

+^(.£f-.g)+w^. « 

Les notations [x] , [y], [js], rappellent que les équations aux- 
quelles elles se rapportent sont celles du mouvement de trans- 
lation parallèlement aux trois axes x,y^Zf primitifs. 

Les notations (z), (œ), (y), rappellent que les équations cor- 
rMpondantês sont les équations du mouvemest de rotatkm au- 
tour des axes Zy x et y. 

(Nous nous dispenserons d'opérer les substitutions dans l'é- 
quation des forces vives» attendu que nous n'en ferons pas 
usage dans le préseni Mémoire.) 

Il s'agii aicluellemeAt de calculer les valeurs des dtffftrenis 
termea qui entrent dans ces équations, et de les exprimer en 
fonctions de l'angle a de la manivelle avec Vaxe du piston et 
des deux premières dérivées de cette quantité. 

CALCDL DBS GOOBDONNÉBS X^ Zj D*UN POINT PBI8 SUR l'aXB 
DS LA BIILLB, DBS DÊBIVÉBS OB CBS GOOBDONNÉBS, 

et de raGCélération de vitesse angulaire de la bielle. 

12. Il nous sera facile de déduire, à Taide de ces détermi- 
nations , celles qui se rapportent au centre de gravité même de 
la bielle et au piston : c'est pourquoi nous préférons traiter la 
question analytique qui concerne un point quelconque pris 
sur Taxe de la bielle. 

Soient, (fig. A)*: 

r le rayon de la manivelle située du côté des y positifs, ou 




— 39 — 
plus généralement le rayon du cercle décrit par rextréniité 
de la bielle i 



(Fig. 40 




a Tangle de r avec Taxe des x compté de x vers js , ou en 
sens contraire de l'angle 7'' du n' 9 ; 

B la longueur de la bielle ; 

h la distance d'un point Jf , pris sur Taxe de là bielle , à la 
tête du piston, comptée de celle-ci vers le bouton de la manivelle} 

Xy y y jT, les coordonnées du point M\ 

^ l'angle aigu de la bielle aveo le protongement de l'axe 
des Xj positif pour a compris entre 0* et 180*, négatif pour « 
compris entre 180* et 360*; l'a^glt) p ctolt dans le sens de 
l'angle 7", et, d'après la signification de cet angle, on a 

relativement à la bielle. 

Les coordonnées du point U en fonction des angles a et p, 
et de la distance 6, sont 

â?=rcosa-j-(B — fr)GOsp^ \ 

r > C29) 

La seconde de ces valeurs de % résulte de la proportionnalité 
des AvWy ^ui fournit la relation 

8in?=58ina. (30) 



— so- 
dé l'aagle a ; mais afin de comprendre tous les cas dans une 
Yormule unique , si nous désignons par n' le rapport de la vi- 
tesse angulaire de rotation à celle de la manivelle principale , 
nous écrirons i 

n' étant nul pour les bielles d'accouplement, et égal à l'unité 
pour les autres pièces. 

Les manivelles et bielles d'accouplement sont toujours dispo- 
sées de manière que le rayon p soit parallèle à celui qui répond 
il la manivelle motrice ; seulement il arrive que ce rayon p se 
trouve disposé tantôt dans le même sens , tantôt dans le sens 
contraire. Il faudra donc faire, pour ces pièces, c=:o dans le 
premier cas, et s=180* dans le second. Par suite nous devrons 
remplacer les quantités 8in(«+« — ®) ®* cos(a + e — 6) respec- 
tivement par ±:sin(a— 0) et ±cos(a — 6) dans les termes des 
équations (&2) et (AS) lorsque nous les appliquerons à ces pièces. 

Occupons*nou8 actuellement des roues non accouplées et des 
demi-essieux. Nous ne confondons pas en une seule masse 
cdlTe d'une roue et du demi-essieu correspondant, attendu que 
l'ensemble de ces deux pièces ne jouit pas de la propriété d'être 
symétrique par rapport à un plan parallèle au plan méridien , 
et passant par le centre de gravité commun. 

Soient { et n les coordonnées parallèles aux â? et jt des axes 
de ces pièces. Par la raison que leur centre de gravité coïncide 
avec l'axe de figure, on aura simplement 

«=:!, z=fi. (45) 

E«es dérivées et combinaisons de dérivées de ces quantités sont 
toutes nulles. 

L'angle y" étant compté en sens contraire de l'angle a, et 
n' ayant la même signification que ci-dessus , on aura encore 
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DÉSIGNATION DES ORGANES. 



Bielle. 



Piston. 



Roue non accouplée; partie 
distincte d'un demi-essieu. 



Demi-ensemble des pièces fixes. 



Roue motrice , y compris 
le contrepoids. 



de tram 




Masse 



M 



M' 



M" 



Manivelle, 

Bouton de manivelle, < M'" 

Bielle d'accouplement {**). 



W 



Mf 



Moment 
(TiDertle au- 
tour d^un 
axe passant 
par le centre 
de gravité 
et parallèle 
à l'axe des y. 

MF 



Rayon 

du cercle 

décrit 

par le centre 

de gravite. 



M'1'2 



yt 



M^'T"* 



MVIV2 



pi- 



» 



}} 



'Nf 



)> 



Angle 
du rayon /9 

avec 

la manivelk 

principale. 



Eqi (y) 



»• I 



» 



>s0sin«j;_BO^| 
is0cosag^B')ïï 

B0Acos02j«»B,c</ 

B0Aco8d2j«»(2ff' 



osdsina:: n ' 



d 



>s9cosct-r 

di 
)S9.2C08^ 

}S9./|C0S^ 



:'"A"o«n«iil 



"'A"')c')cos,' 
i"'A"')0«/i«(' 



» 



=^f9 



Fna 

DSee 
DSa 

I 
j 

In 



(•) Il faut se rappd)o ou iSQo 



1 
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Relativement aux demi-essieux des roues motrices , on aura 

n=o, n'=l. 

Quant aux roues non accouplées et à leurs demi-essieux , 
R' désignant le rayon de ces roues , les valeurs précédentes 
deviendront 

n=R-R', n' = ^, 

en supposant que les roues ne glissent pas. 

Il nous reste à dire un mot des pièces fixes. 

Nous désignerons par H^ la moitié de la masse des pièces 
fixes réunies, et par Lf et N^ les coordonnées du centre de 
gravité de H/> parallèles aux x et je. Leurs dérivées sont nul- 
les, ainsi que celle de la vitesse angulaire, puisque ces pièces 
n'ont pas de mouvement relatiL 

Tsbieaa des termes des secoodf membres des éqoaUoni (S6)ei (37) retetifi à 
chaque espèce particulière d'organe sitoé dn côlé des y posiU&, et Sommes 
des termes de mémo forme. 

IB. Les formules que nous avons réunies dans les deux nu- 
méros précédents sous les marques (60) h (fiS) donneift les 
valeurs des termes des équations (26) et (27), ou de leurs 
équivalentes qui sont relatives à chaque espèce particulière 
d'organe faisant partie de la machine située du côté des y po- 
sitifs. Elles n'exigent d'autre soin que d'y introduire les valeurs 
particulières des masses, dimensions , etc. La formation de ces 
termes revient à peu près à une simple transcription. Toute- 
fois , afin d'être sûr de n'omettre aucun terme et aussi de ne 
pas trop fatiguer l'attention ultérieurement, nous avons cru 
indispensable de présenter en un tableau l'ensemble des divers 
termes dont il est question. 

Le tableau ci-joint n'exige que peu d'explications pour être 
compris. 

La première colonne contient la désignation des organes ; les 
six colonnes suivantes indiquent les lettres qui servent à repré- 
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senter les valeurs particnltères des quantités inscrites en tête 
de chaque colonne. 

Pour compléter ces indications, nous rappellerons que B dé- 
signe la longueur de la bielle, et B^ la distance de son centre de 
gravité à la tête du piston. 

r est le rayon de la manivelle. 

R est celui des roues motrices. 

W désigne le rapport des vitesses de rotation à celle de la 
manivelle motrice. 

n' est égal à Tunité pour les manivelles et boutons de mani- 
velle, et nul pour les bielles d'accouplement. 

N^ désigne l'ordonnée z des pièces tournantes dont le centre 
de gravité coïncide avec Taxe de rotation^ N^ est nulle pour 
toute autre pièce que les roues non accouplées et leurs essieux. 

R' étant le rayon de ces roues, on a N'^ =R — R' et n'=ç7j 

n' est égal à l'unité pour toutes les antres pièces du même 
genre. 

Plusieurs des quantités désignées par des lettres, accents, ou 
indices différents , pourront dans beaucoup de cas se trouver 
égales; nous devions, pour donner à nos formules la plus 
grande généralité , tenir compte de différences qui n'existent 
pas toujours en réalité. 

Afin d'éviter la reproduction des termes de même forme, 
nous avons compris sous une désignation générale unique 
les termes de même espèce qui répondent anx manivelles, bou- 
tons de manivelles et bielles d'accouplement. Le double signe 
qui accompagne ces termes provient de 8=0<^ ou 180* : on pren- 
dra donc le signe -f* ou le signe — , suivant que le rayon du 
cercle décrit par le centre de gravité sera de même sens ou de 
sens opposé au rayon de la manivelle motrice. Nous avons 
développé les quantités sin(a — G) et co8(a— 6} contenues dans 
les équations (62) et (43). 

Enfin, dans les termes relatifs aux roues motrices et contre- 
poids, nous avons développé aussi sin(ft4-£ — 3) et cos(a-|-e — 6)^ 
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seulement) l'angle c — 9 y a été remplacé par un angle uni- 
que e : 

e=t^B. (47) 

Ayant notre tableau sous les yeux , il sera facile do faire la 
somme dos termes de même espèce, ordonnée suivant les sinus 
et cosinus des multiples de a , et d*y séparer les ternies affectés 

des facteurs -r- et -tt. En faisant ces sommes, qui seront uni- 
or at^ 

quement relatives à Tune des deux machines dont se compose 
la locomotive, nous réunirons sous le signe S les termes qui se 
rapportent à un même genre d'organes» attendu que le tableau 
n'en renferme qu'un seul pour chaque genre. 
Posons, pour abréger : 

•/.= MVj.A, 

• *■ ^""Bcosy ' ' 

*=z:M^(B-BO+M"Bî (49) 

nous aurons : 

Équation [or], 

d^x d^z 

Somme des termes +cosô M -rir -l-sind H tt : 

' dt* ' di* 



— L(t«,+ti,)cos0+2txfîcose]sînx-^ — [(ti,+ti,)cosô+2ftpcose]cos« — 
-f [ ti',-j-ti,)sin0 — l'jLpsineicwoL— — [(t«',+ w,)8inô - 2pif8iDe]sina ^ 

d^Qt, do^ 

— ftCOSO . 2 COSf Sf « Al SlD2ta. -r^ *COSÔ . &COSf 2f t^AiC0S2»a. TTi 

at* dr 
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Equation [z]f 

éPz éPx 

Somme des termes + cosô M -t:? — b\û$ M -rs- ' 

d^oL do? 

+[(«*•+«.)«»«— 2u.o8ine]8ina jp + [(u.+ti.îrinô— Sfi/:^sîn«]co8« ^ 

+ ft8in9.2co8f S^tA{8ln2ta.^-f ik8in9.4coftrS* t'A»cos2ta. j^î 

Equation (x). 
Somme des termes — cos9 My j^ — sindMy jj : 

+[K+OCÛS0-f-2pi/)>CO8«]8Îna j^+Kt'.+^^SOSÔ-f 2^pACO8e]C08a ^ 

d'à da' 

— [(^o+*'i)'>o6— SfA/ï^îne]cosa ^ +[(^,+«',)8în0 — Sfzp>8ine]8ina j-j- 

-f ilïcosdA.ScosfSf tAi'SinSta. jY-f'^co6GA.4co872f «^AiCosStoc. j^, ^ 

Equarion (âP), 
Somme des termes -^coBQiSy -^ --B\nBlAy -jj : 

+[C^«+0*>n^— 2ppi*>D«>"n«5jr +K*'«+^.)*»"^ -'2f*f>).8ine]cos«^ 
+[W+*'.>5o*^+2f*f>>cow]co8a ^ '-'[(f^^'{'(',)cos$+ltip)coseisinoi ^ 

-f-iksiD9A.2cosr Zj^t Atsin2ta. ^-f~^^î°^-^ . ôcosflJ^t^AtCOS^ùc. ^; 

Equation (y) , 
Posons, pour abréger : 

!j^ lT^M=co8rj'-e)(M"a+ikA,co8f) 

+co8j'[M/LH-2M"'L'"+2MvLv+2pO ^ ^'***"^ 
— 8lnj'[M/N^+2M»Nv3, 

S'=M^N/'+2MvNv— 8in6[M"o+ikA.co»y]. 
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Les quantités S, t. et S' seront des constantes , et Ton aura, 
en effectuant les oèveloppements néeessaîres, 

S» d. ter. +Ucos(/— e)— sinô ^ I ILc— jsfsiaC/ - ô)— cosO^ M«: 

-|- g^^g%u^+ u,)8ln9 — Iftpsioejcosa 

dv 
+J^co8^'[(ii',+t«,)sîn0— Ipt.o8îne]8inot+ — [''tt',-|-ti,>îosô +2;*/ïC08e]sîn« 

— flf8io9'[(a'^+t«,)co«©+2ppcew]8ina 

dp 
+^C08(^' — 0)*.COSy I*AtC082«x — — A^iod.cos^Z^^At COS^ta. 



r 



/ d^x d!^z\ 
Somme des termes +M( z -^ — « ^73- j+MI 



+f«'o"~ <«',CO80— S^plC0S«)C08a jy — (w^ — ff'.OOSd — SfiplC06e)8ina — 

C^a do? 

— (wfiXnB — If&pisiiie) sioa -7-5 — (u^.sinO -— Sf*/)Z8lne)co8a ^ 
+ J S-B, C08(2t + 1)«. ^," - ^- 2r(2*+« )B.sin(2i+l)«. ^' 

Règles povr déduire des résaltats précédents les valeors des Sommes dans 
les équations (26) et (27), étendues «ai deux machines dont se compose la 
locomotive. 

16. Pour déduire des yaleurs précédentes celles qui se 
rapportent à la machine située du côté des y négatifs , il suf- 
fira d'y changer « en «-{-79 (ir désignant le rapport de la cir- 

conférence au diamètre), et d'y changer en mémo temps les 
signes des valeurs de y. Nous supposons que la manivelle 
située du côté des y négatifs soit en avant de celle que nous 
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avons considérée jasqn^ici , d*un angle droit compté dans le 
sens de a. Nous sommes en effet autorisés à la supposer en 
avant , puisque le côté des y positifs restant indéterminé , on 
pourra toujours le choisir en sorte que cette hypothèse (soit 

réalisée. Quant aux facteurs -^ et -^ « ils sont communs aux 

termes correspondants des deux machines, à cause de la liaison 
des manivelles. 

C'est ici le lieu de rappeler que nous avons admis pour les 
roues motrices munies de contrepoids la possibilité de déroger 
h la loi de symétrie du n* 2. Pour distinguer les termes dépen- 
dants des contrepoids et qui sont relatifs à la machine située 
du côté des y négatifs , nous écrirons p, et e, à la place de p et 
e dans ces termes, en laissant le même fA pour deux contre- 
poids conjugués^ à cause de la condition d'égalité des masses 
de ces organes, condition qui nous a permis de supprimer cer- 
tains termes dans les équations générales. 

Si nous nous reportons aux expressions des sommes dans le 
n* précédent, nous observerons que tous les coefficients binômes 
ou trinômes qui multiplient sina et cosx peuvent être mis sous 
la forme 

KifcS, 

en désignant par 2 la somme des termes en np (*) } ce sont 
d'ailleurs les seuls termes qui dépendent des contrepoids. 
Pour distinguer les termes de même forme qui se rapportent à 



(*) Par eiemple, fl ron considère le coefficient 

{Uo+^^) COS0 + ZfAfi COM , 

K représentera ( tio -f-ti,) cos , et z représentera ifip ooss ; dans ce cas il fan- 
dra affecter i da signe +• 
Antre exemple : considérons le coefficient 

K désignera we^ m'|Cos0 , et z tiendra j lieu de z/x/*Icose ; mais alors on devra 
faire précéder z du signe •— . 
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la machine située du cdté des y négatifs , nous désignerons ces 
coefficients par 

K restant le même que dans l'expression précédente, et Tin* 
dice i rappelant que les lettres p et e, comprises sous les som- 
mes 1, devront être marquées par Tindice i. 

Occupons-nous y en premier lieu, des termes qui ne sont 
point affectés du facteur y, ou qui font partie des équations 
[x], [z] et (y). 

i* Les termes non affectés de facteurs trigonométriques don- 
neront lieu, pour la machine située du côté des y négatifs, à 
des ternies égaux , en sorte que la somme des termes étendue 
aux deux machines s*obtiendra en doublant les termes de cette 
espèce qui se trouvent dans les expressions du n* 15. 

2* Les termes de la forme (K ± 2) sina devront être chan- 
gés en * 

(K dt S) sina + (K ±: 2,) oosa , 

à cause de sin f a + ? ) = cos«. 

Les termes de la forme (K±:2)co8k donneront 

(KdbS)cos«— (Kd=I,)sln«, 



à cause de cos ( «+ s) ^^ — *'^*' 



3* Les termes en ^*° 2»a (*) ont pour facteurs des constantes 

cos ' 

indépendantes de fi ou des contrepoids : ces facteurs restent 
donc les mêmes dans les deux machines. Il s'ensuit qu*en fai- 
sant abstraction de ces mêmes facteurs, il faudra changer 

sInStoe en sinSta+sinSîf a-j-^J, 
cos2»a en cosîta+cosStY a-|-^j, 



C) Nous aTerUisoDs qae le I7iiil)0le !!^2<ce lignifie sio3i« ou cosSiV. 



cos 

5 
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dans les expressions du n* 15, pour avoir les sommes étendues 
à la locomotive entière. Nous pourrions obtenir de diverses 
manières les valeurs simplifiées des Tonctions trigonométriques 
que nous venons d'écrire ^ pour suivre une méthode uniforme, 
nous ferons usage des formules qui servent à convertir les som- 
mes de sinus et de cosinus en produits. Ces formules donnent 

=2cosî^ (àû%ia cos »~-j'C0s2iasint| j 

=:2cosH'~sin2fa-|-siQtir cos2îoc. 

Mais on a sinfVrro. La somme des cosinus étant effectuée de 
la même manière , il viendra 

• slo2ta-f-sin2t f a+^ ) =2cos'» ^ sin2ta , 

C0S2 ta -f- C0s2t f a -}- 5 ) = 2C06^f j C0S2îa . 

Or cos't - est nul pour t impair, et égal à 4~i po^r ^ P^î^* 

Afin de n'avoir point à faire cette distinction dans les sommes 

2 qui portent sur les fonctions ^|^ 2«a, on voit qu'il suffit d'y 

changer t en 2t ,- en conservant la limite intérieure des indices 
i éigale ë l'unité. De oette manière on a 

ïf A<co88«t+SfA< cosîfYcc -}-| j =2Sf A„co«4t« , 
2f tÂ<sin3iK «f S «tA^sinSi («+|) = ^^ f^^A, < sio «•« , 

i:fi»A<co85i«+2*»2AjCOs2tY«+|)=2îf(2ij»A„cos4t«. 

&• Les termes en (2t'-}-l)tt donneront 
ln(2vf l>+8ta(«+î) r«+|)=2cos(2»+l)^ slij(î»-f l)f a+^\ 

;2»+l)«+C08(2tH-l)(«+|)=2cos(2i+l)Jcos(2.-+l)(«+j). 



sm 



ces 
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Le déyeloppement du facteur indépendant de « est 

2«o<2t+i)^=2^«ost^co«^-8int58i0j)=J/i^^ 
Cette formule donne: 



pour i pair, 2co<2t+l)^=(-l)«(/i, 



/— I 



«-H» 



pour t impair, 26(K^(«+i) J =— (— i)T(/ît=(— i)Tf,/l. 
Il en résulte la série de valeurs suivante» : 



• 

1 


1 
-yi 


2 
-r^ 


3 


k 


>6 


6 


7 


8 


1 


2cos{2t+l)^ 



En conservant la valeur algébrique de cette quantité, on 
aura 

S«B,co<2t+l>+ 2«B»cos(2f+l)^«+0 = 

= 2.-2008(21 +1)2b,cosC2i.+ 1) {a+ ly 
If(2t+l)B.-8in(2t+l>+S,*(2t+l)BiSin'2î+i)r«+ 

=:Sf2cos(2t+l)J(2t+l)B,-8inr2t+i)fa+j\ 

Passons maintenant aux termes affectés du facteur y, ou 
qui font partie des équations (jk) et (x)^ (Voir le tableau du 
n* 15.) Nous avons dit que pour avoir les termes relatifs à la 
machine située du cété des y négatifs, il fallait non seulement 

changer a en a -f^, mais, en outre, changer les signes des 

valeurs de y. 

i* Il résulte de ce qui précède que, s'il y avait des termes 
indépendants de facteurs trigonométriques , ces termes da* 
vraient être annulés dans les sommes relatives à la locomotive 



- 60 — 

entière. Mais les équations (z) et (ai) ne contiennent pas de 
pareils termes. 

2* Les termes de la forme (Kd:2)8ina donneront pour la 
machine située du céié des y négatifs, des termes de la forme 

— (Kd:2,)sin[a-j-^j; ceux de la forme (K±:2)cosa don- 
neront pareillement — (K db2,) cos T « -|-^ j ; en sorte que, 

pour avoir les sommes de ces termes étendues à la locomotive 
entière, il faudra, à la place de (K±:2)sina, écrire 

(K ±: S) sîDa — (K d: I.) cos« , 

et changer (K±2)co6a en 

(K ± S)cosa +{K± 2.) sioa. 

3*" Les termes en 2{a, ainsi que nous Tavons dit plus haut, 

ont pour facteurs constants des quantités communes aux deux 
machines; en faisant abstraction de ces facteurs, il faudra 
donc, pour avoir les sommes étendues h la locomotive entière, 
changer, dans les expressions du n* 15, 

sin2ta en sinStoc — sinStYa-]---)^ 

cos2î« en Gos2«a— cos2t f ce-f* f ) « 
En procédant comme ci-dessus , il viendra 

siD2ûc — sio2t/a+ j)= Ssin^t î siniûc, 

COSSta— C0S2/a+ î^= 2sîn2t ^ C0S2ta. 

Ces deux derniers résultats sont nuls pour t pair, et se ré- 
duisent respectivement à 28in2ia et 2cos2i'a pour toutes les 
valeurs impaires de t. Afin de n'avoir égard qu'aux valeurs 
impaires de t dans les sommes 2 qui portent sur les fonctions 

cos^^' nous changerons t en 2î-{*l y mais comme ces sommes 
s'étendent depuis t = i jusqu'à t=:oo, nous devrons, pour 



-"1 
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comprendre les termes qui répondent b tr:il, sobstitiier la 
limite t'zro à la limite »= 1. Il viendra de cette manière 

l^iAi 8iQ2ta — 2 •tA<8in2t ra+^^=22r^2t+ 1)A,;+. 8inC4t+2«), 

?A.C082t«-2*?ArfC082t/a+ j^=22r(2t+iyA,H.. C08(4t+2> 

Les diflërents résultats qui viennent d*étre obtenus doivent 
maintenant être rapprochés , afin de faciliter la formation des 
équations du problème. Voici donc , sous forme de tableau , 
l'indication des substitutions à effectuer dans les expressions 
des sommes données au n* 15, lesquelles se rapportent à la 
machine située du côté des y positifs, pour obtenir la valeur 
de ces mêmes sommes étendues aux deux machines dont se 
compose une locomotive. 



AU lieu des liBusteurs 



lie la forme (K±:2)6ina 

de la forme (K±:2)cosa 

2J°AftC082îa 

2f t'AiCos2tx 

i;rB.iîos(2t-fl)a 
v*(2i+l,Btsin(2t+i)« 



Substituer dans les Sommes inscrites au n» 15 et pro?eiiaDt des 



Equations [â?], [z] et (y) , 



s 



(K zt 2) sina + (R ± 2.) C08« 
(Kd:2)cos«— (K±2,)sina 

22f Aa.COS&»« 

22*îtAi;sinûta 
22f(2i)'A.,cos4ta 



Equations {z) et (x), 



(K ±: 2) 8ln«— (K ±, 2,) cos« 
(K±2)cosa+(K±:20wn» 



22r(2t+l)A,/+,sin(ût+2> 
22r«î+l)»A.^,co8Cût+2> 



2*-2cosc2t-f l)^BiC0s(2t+i) (« + ^) 

2r 2cos(2t+i) l (2t+l)B,sin (îi+l) ^cc+j) 



(r.O) 



)i 



)) 



(*) 



(*) La comparaisoo des deui deroières colonnes de ce tableao avec la pre- 
mière montre que la combinaison des deui machines ne change pas Tordre 
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En opérant danslea expressions du u* 15 toutes les substi- 
tutions indiquées par le précédent tableau , on pourra former 
avec la plus grande facilité les seconds membres des équa- 
tions (26) et (27). Seulement, pour simplifier l'écriture, nous 
poserons : 

Il nous reste à recueillir les éléments constitutifs des pre* 
miers membres de nos équations (26) et (27) • 

FOIGBS BITÉBIBURBS DIFFftBBMTBS DE LA PBSAMTBDB y BT COOBDONN^S 

DB LBDBS POINTS D*APPLI CATION. 

17. Noua négligerons, dans les équations (26) et (27), la dif- 
férence des pressions atmosphériques qui s'exercent sur la co* 
tonne ascendante de vapeur et de fumée d'une part , et la par- 
tie extérieure de la boite à fumée qui répond à la projection de 
la section droite de la cheminée sur le plan des xy de l'autre. 
Nous traiterons de même la différence de pression atmosphéri- 
que sur l'ouverture libre de la grille et sa projection sur la 
partie supérieure de la boite à feu. Enfin nous négligerons pa- 
reillement la différence des pressions atmosphériques sur les 
faces latérales de la locomotive ; maïs nous aurons égard à la 
composante de la résistance de l'air parallèle à la voie. 

X , Y, Z, désignant généralement les composantes des forces 



de graodeur des terroef principaui dans nne machine Isolée ; les terme» 
prtncipaai répondent aa facteur 1 ou aai facteara en sinx ou cosa dans la 
première colonne. 

Les termes dn deatième ordre qui répondent à 1=1 (voir if 13} dans A^ 
se changent en termes du quatrième ordre dans les équations [j-], [z] et (y) , 
avec celte circonstance que leur période est réduite à moitié. Les termes du 
deuxième ordre en Bi, et qui proviennent de la bielle, y conservent leur 
ordre et leur période; seulement cette période n'est que les deux tiers de la 
période des termes en A.. 

Les termes du deuslëme ordre en A; conservent cet ordre et leur période 
dans les équattons (s) et {x). 
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extérieures diflérentes de la pe8anteur,et af^y\ z\ les coordoiv- 
nées de leurs points d'application y soient : 

— Q la composante de la réaction exercée par le convoi , pa- 
rallèlement à Taxe des dP ou à la yoie^ 

— Q^ la composante de la résistance de l'air parallèle au 
ménie axe ; 

F la somme des composantes, suivant Taxe des x^ des réac- 
tion» des raiis exercée» sur les roues qui sont situées du côté 
dety poritib; 

F, la mémo somme pour le cMèdes y négatifs ; 

G la somme de» composantes, suivant Taxe des y , des réac- 
tion» exercées par les rails sur les deux roues dont Taxe de 
l'essien a pour abscisse / mesurée parallèlement à la voie ; 

Gff G", les méoies somme» de composaiMes pour les paires 
de roue» dpnt le» axes ont V eiJf' poot abscisses ; 

-^H la composante, suivant Taxe des x> de la réaction exer- 
cée sur la roue située du côté de» y positilii, dont l'abscisse 
est l) 

— H, la même composante pour la roae opposée; 

— H', —H/; — H", —H/', le» mêmes composantes relati- 
vement aux deax autres paires de roues \ 

E la demi-largeur de la voie; 
R le rayon des roues motrices. 

Nous aurons le tableau suivant de» composantes et des coor- 
données de leurs points d'application : 



X 

+ F 


y' 




Y 

+G 


z' 


a^ 


Z 


af 
+1 


+E 


+R 


+ J 


—H 


+F. 


— E 


+R 


+G' 


+R 


+v 


-H. 


+1 


-E 


-Q 





+ï 


+G" 


+R 


+1" 


—H' 


+ i' 


+E 


-Q' 





+ «' 








-H'. 
—H" 




— E 

+E 






• 








-H". 


+J" 


— E 



\ 
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&QU1TI0N8 DfiTELOPPÉBS OB8 M0DVXMBKT8 DE TEANSLATION 
ET DE mOTAnON (26) ET (27). 

18. Le tabieaa qui termine le naméro précédent nous four- 
nit tout ce qui est nécessaire pour la formation des premiers 
membres des équations (26) et (27). Quant aux seconds mem- 
bres , nous aurons à opérer dans les expressions des sommes 
présentées au n® 15, les substitutions indiquées dans le ta- 
bleau (50)y en ayant égard en outre aux valeurs (51). 

En nous reportant aux équations (26) et (27) et ayant le soin 
de passer dans les seconds membres les composantes ou mo- 
ments qui ne se rapportent pas aux réactions exercées par les 
rails, nous aurons les équations suivantes, dans lesquelles tous 
]es termes affectés de sina ou cosot se trouvent réunis en un 
seul f et le facteur l , qui est commun aux termes embrassés 
par les sommes 2, est mis en dehors du signe 1. 

Équation [x]. 



F+F.=Q+Q'+(^-^sIn^^)sM 



!-|- [U cosO + U' sinô -|- Sf*/3 ces e — 2^p, sine J sSn « | (Pa 
-f[Ucosô — ll'8în0-j-2f*/3sine+2f*/),cosejcosa ) dfi 
i + [U cosô 4" U' sin5 -f- Six/5 ces e— S^/), sin e J ces a 1 da* 
— [U cosO — U' sin9 + SfA/) sin e^- ^y^,\ ces e J sin « j dl^ 

— k CO80.4 cosf2f -21 AiiSinWa. -r-: 

doL^ 
— *cose.8 cosySf (2t)2A,. cos4ti<. ■^. 



Équation [y] , 

G+G'+G"r:o. 
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a 



Équation [z], 

- [H + H'+H''+H,+H'.+H" J= -^ cos^'ïM 

( + [U sinO — U' C08Ô — Ipo sine — S/*/), cosej sina liP 

1 +[U sinô+C cosO +Sf*/) cose — 2u/), sinej cosa J d\ 

J -j- [U sinO — U' cos9 — Spi/> sin e — If*/), cob e J cosa 1 da,^ 

"• ( — [U ôinô+U' cos9-|-2;a/>€086 — Z,a/},8ineJ sinoi ) dt^ 

d^a. 

da^ 
+ik8înô.8cos(p2f (2»)'AaiCos4t«. ^. 

Équation (z), 

Gi+C'P+G"P— (F— F,)E= 

J + [V C08Ô — V 8inO+>S^p C08 e + ^Dftp, 8in e J 8în« J d^c 

+1 — [Vco8ô+V'8inô— >2«p8ine+>2f*p,co8eJco8« j dt^ 

1 4.[Vco8ô— V'8inô+À2f*p co8e+>2fAp,8ine,]co8« | d^ 

\ +[Vco8ô+V'8Înô— Xlfip 8in«+>2pip,coseJ 8in« ) di^ 

+k C08ôA.ft cosfSr (2* -fi) Aaf+. 8în(ût+2>. ^ 

+*CO80A.8 COSf S? (2t+ i?Aaf+i C08(W+ 2)a. -jj;. 

Équation (ar), 

[H.+H\+H"— (H+H'+H")]E— CG+G'+G")R= 

il +[V8inO-f-^^cos9— )2vfpsin«+>2.^PjC08eJsiD6^] d^« 

j — [ Vsinô — V C08Ô — >SfAp cos — ^Sup^ 8in e J cosx j dt^ 
I + [V 8iD9 + V' C089 — >2î*p 8iD e -|"*; ^i^Pi ^^^ * J ^^^ \ ^«* 
|-f-[Vsin9— V'co89 — )2apcos« -)St/pj8În«j8in« j dt^ 

+ksm9X II cosi»2*(2i+ 1 )A,.+, 8in(4t+2)y. ^ 

+^-sin9A.8cosf2r(2i4-l)2A,.+,cos(/ii4-2)a.^. 
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Équation (y), 
- - b- ^R-i- .H-hB.:/+(H'+H'.)r+(H"+H".)t"= 

^ j +( ^nj'— -j; ) [U sinô — U' cos9 — 2 u/i lin e — 2ja o^ cos f J 
I — [w^ — «'jCosÇ — w^smO — 2ap{cose4-2up,IsîoeJcosa ) di^ 

POBMATION DBS ÉQUATIONS DB CONDITION BBLATIVKS A LA STABIUTft, 
BT TBANSPOBlf ATION DES PBÊCÈDBNT&S ÉQUATIONS. 

19. Nous allons mener de front deux opérations distinctes 
quant au but : comme elles se rattachent à la même analyse ^ 
on nous permettra de les confondre un instant; nous éviterons 
de cette manière de reproduire certains calculs algébriques. 

En faisant l'application des six équations du n* 18 à une lo- 
comotive munie ou non de contrepoids , on obtiendrait à cha- 
que instant les sommes des projections des réactions exercées 
par les rails suivant les axes x^y^ z^ et les moments de ces 
composantes par rapport aux mêmes axes. Ces quantités se- 
raient données en fonctions de la résistance Q opposée par le 
train , de la résistance de Tair Qf, puis de Tangle « de la ma« 
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nivelle avec Taxe du piston, du carré de la vitesse angulaire, et 
de Taccroissement de cette vitesse par unité de temps. (La quan- 
tité -j est elle-même proportionnelle à cet accroissement en 

vertu de l'équation (8), lorsqu'il ne se produit pas de glisse- 
ment longitudinal des roues motrices.) La variation de vitesse 
doit être censée donnée par des instruments appropriés à ce 
genre ^e mesure, autrement il faudrait la tirer de Téquation 
(22) développée, en fonction de la vitesse, et au moyen de la 
lot supposée fournie par d'autres instruments , suivant laquelle 
la pression de la vapeur agit sur les pistons dans chaque posi- 
tion des manivelles. Nous reprendrons la discussion de nos 
équations après que nous leur aurons donné une forme plus 
commode pour les calculs numériques. 

Le but essentiel de notre travail consiste, d'autre part, à ti- 
rer de ces équations les conditions que doivent remplir les 
masses mobiles pour réaliser la plus grande stabilité possible. 

Nous avons établi (n* 5) que les conditions relatives à l'in- 
variabilité des réactions exercées par les rails, en ce qui con- 
cerne la constitution de la locomotive elle-même , se réduisent, 
lorsque l'on fait abstraction de l'élasticité, à l'invariabilité des 
sommes de leurs composantes et de leurs moments. En ob- 
servant que ces quantités sont, pour des valeurs données de Q 

est conduit à égaler à zéro, dans les seconds membres des équa- 
tions du numéro précédent, la somme des coefficients des ter- 
mes de même espèce (*) qui contiennent ces variables Les 

C^) Nous désignons par termes de même espèce cent qui sont affectés des 

mêmes fictenrs variables. Ainsi les termes enyï on -j^ qui comprennent un 

coefficient de la forme 

Asinx-{-Bco8:< 

équivalent en réalité à deux termes distincts ; si Ton pose en effet 

Asin«+Bcosx=Oy 

dans le but d'annuler nn ferme ^^'T^^^'Tâ P®^' ^^^^^ valeur de Tangie», 



et Q', fonctions des seules variables «i -7:5 ou 5- ^j;, ^^rn^» ^'^ 
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relations que Ton obtiendra ainsi serviront à déterminer cer- 
taines quantités, masses ou dimensions, qui no seront pas 
fixées d'une manière absolue par des conditions d'une autre 
nature. Nous pourrons nous assurer si ces relations n'indiquent 
aucune incompatibilité ou impossibilité, en observant tou- 
tefois que les termes affectés de ^ ont moins d'importance. 
En effet, la bonne distribution de la vapeur, d'une part; d'au- 
tre part, la grandeur des masses de la locomotive et du train, 
ont pour résultat, lorsque les ressorts de traction sont conve- 
nablement bandés, de rendre très petite la plus grande valeur 
^® rfïl' aussitôt que l'on a atteint la vitesse périodiquement 
uniforme que doit garder le convoi. 

Nous allons du même coup écrire les notations abrégées par 
lesquelles nous remplacerons les coefficients des termes do 
môme espèce pour faciliter le calcul numérique des équations 
du nMS dans les machines non équilibrées ou imparfaitement 
équilibrées, et les équations de condition qui résultent de ce 
que ces mômes coefficients doivent être égalés à zéro- Toute- 
fois, nous donnerons préalablement quelques explications. 

Il se présente des conditions impossibles que nous ne ferons 
pas figurer dans le tableau suivant. Par exemple, l'équation [a:], 

»• 18, nous présente le terme variable ^2M, dont nous ne 
pouvons pas égaler à zéro le coefficient 2M. L'équation (y) 
nous offre deux termes indépendants de « que l'on pourrait 
réunir en un seul en vertu de l'équation (8)j on aurait ainsi 
la condition 

Ry-S=o, (62) 

Il fant écrire tépeirément 

A=.o, B=o. 
Ceci se prooTO très aisément comme il sait : La foncUon donnée, devant être 
naile ponr fonte valeur de «, doit être nulle pour sin«=o ; dans cette hypc^- 
thèse, il vient ±B=o. Pareillement elle doit s'annuler pour cosje«o; on 
a par suite ±A«= o : donc la condition proposée conduit aux deui conditions 
dIsUnctesAssO; B=o. 
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sur laquelle nous reviendrons pins loin. Noos laisserons de 
côté ces termes pour Tinstant. Disons seulement qu'ils au- 
ront un effet d'autant moins sensible que Ton sera parvenu et 

rendre plus petites les valeurs extrêmes de ^ dans le cas du 

mouvement périodiquement uniforme ; et aussi que les valeurs 
de cette quantité, nécessairement sensibles lorsque Ton veut 
augmenter ou diminuer la vitesse moyenne , ne produiraient 
aucun effet nuisible relativement à Tusé local des bandages , si 
l'on parvenait , au moyen d'une distribution convenable de la 

vapeur, à rendre -77 indépendant de l'angle «^et dépendant 

seulement de la manœuvre du conducteur de la machine poar 
faire varier la vitesse. 

Le tableau suivant présente, en regard des équations de con- 
dition, l'indication des équations qui les fournissent, l'ordre (*) 
de grandeur des termes qu'elles sont destinées à faire disparaî- 
tre y et les coefficients de ces termes qui ne sont pas des ginus 
ou cosinus de l'angle œ ou de ses multiples. 

En jetant un coup d'œil sur les équations de condition que 
présente le même tableau , on remarquera immédiatement 
que ces équations sont indépendantes explicitement de l'incli- 
naison g' de la voie à l'horizon ; ajoutons qu'elles en sont ab- 
solument indépendantes : c'est ce dont on s'assurera en re- 
montant aux expressions (AS) et (51) des quantités U, V, etc... 
Il s'ensuit que les conséquences auxquelles conduira la discus- 
sion des équations de condition auront lieu quelle que soit la 
pente de la voie. On pouvait prévoir aisément ce résultat. 



(*) Noos devons rappeler (voir n» 43} que les coefficients Âj, B.*, sont de 
Tordre 2i lorsque tang^ est supposé être du premier ordre par rapport k Ina- 
nité. Nos désignations ne doivent être considérées que comme s^étendant au 
premier des termes en A, on B/ compris sons les sommes z. Les termes in- 
dépendants des coefficients A/, B< antres qne Ao et B^ seront considérés 
comme étant des termes principaux, dont la grandeur relative sera dans 
quelques cas robjet d^une discussion spéciale. 
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NOUUODS 



EipialiODS de condition 




C cos* z=:Ucosô -f U'sinO -j- 2fA a cos e — liipfiln e, = o 



Csin * zrUcosô—U'sinfi +2 t*p sin e+2ftp.eo8e .= o, 



C'cosi-'izrU sînô — U'cosO — 2 » p sîn e — lupfios e, — O; 



C53> 



(54) 



C'sin^'zrUsînfl+U'cos© + 2fip cos « — 2pp,sin e,= o j 

D sinT=Vco80— V'siii9-|->2 up cos e-|- >2up,8în 6, =o , 
D cosT=Voa8ô+V'sinO-— >2ap sin e-|-^ 2f*p,cos e, =o , 

D^sin^' zizVsinô+V^cosô— >2ap sin e+>2fAp,co8«,=o , 
^D'cosY'=V8În0 — V'cosO — Map cose— >2fip,sîn e,=o j 
J slno-z^w,— «'.cosô+iv^hiô— S wpl sin « — ^]SiAp,i cas e,=o, 

Jco8ff=K'^— ^♦'.cosô — ff,sinÔ— 2fxûico8e-f-2ùip,isine,=:o; 



(iT) 



(55) 



fta:o,< («) 




<7C0S^' 

d*« dît* 

jsïBSf'— 5j 

S?' d/« 
il 






n 



u 



(56) 



«^o=o- 



(y) 



Bas 



ans 



id. id. 

id. id. 

id. id. » 

id. id. 

id. id. 

Id. id. 

id. id. 

id. id. 

ië. id. 

jco6(y'— ô)— -jj^sinfl 

fia. dx^ 
d?» "d? 

aSBSaBB8HBSaBaaHBBJB 



à* 



2* 
2* 
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SO. Avant de nous occuper de la discussion des équations de 
condition , nous allons transformer les équations du n* 18 , en 
faisant usage des quantités Ccost, Csin«, etc. L'état de la lo- 
comotive étant supposé connu , ces dernières quantités se cal- 
culeront aisément par leurs expressions ci-dessus : en les di- 
visant deux à deux on obtiendra les tangentes des angles 4», etc., 
et par suite ces angles eux-mêmes, qui resteront ambigus^ mais 
cela sera sans inconvénient, puisque les coefficients C, etc., que 
Ton obtiendra en divisant par cos4» ou sin4»t prendront les si- 
gnes qui conviennent ^ la valeur admise de l'angle ♦. 

Voici la forme que ces auxiliaires permettent de donner aux 
équations du n* 98. 

(On a supprimé dans Téquation (x) le terme du premier 
membre, qui s'annule en vertu de l'équation [y]). 

Equation {x]^ 

-Csin(ot4-*)-5^-Ccos(«-h*)-5^ 

— ikcosd./ïcosfilf 2iAaiSin4fse. -^ 

dtL^ 
— A;co80.8cos7lf (2t/AaiC0S&Î9c. -rjs 

Equation \y] , 
G+G'+G''=o. /(^7j 

Equation [z], 

+C'sin(«+*')^+C'<»»(«+*')^ 

*]-ks\ïïO,beoSflf%iAii sin ^tx. -^ 

da^ 

^ftsin0«8co872f (2î)'A9,€0B ftîx. -^^ J 
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Equation (ir), \ 

Gi+GT+G'^l"— (F—F. )E=—D co8(a + Y) ^ +D siii(« +»r ) -^ 

+*co80A.ft C085»Sr(2t+l)A,H-. 8in(4i+2)2. ^ 
+*C08ÔA.8 COS^I? (2»+l)»A„4.^ cos{At+2)a. -^ 

Equation (a?), 
[H.+H^+H^-(H+H'+H")]E=-Iy co8(«+>ï ^ +iy sinU+^rO ^' 

+iksinôA.Û co?y2r(2t4-i)A.H-. 9iDC6i+2>. ^ 

+*8lnôA.8co8y2r(2i4-i;2A3.+,co*(6i+2)«.— 

Eqaation (y) , 
(F+FOR+(H+H.)ï+(H'+H'Or+CH^'+H''jr'= 

Qî+W+»r;sM+28'^-2sg 

+g cosg'C C08(a +#)4.r5f 8ill j'— •£\ C cos(a + 1^') 






1? 



+ J-2î^êo<2i+l)jB<co8(2f+l)(« + î). 

- ^2* 2 C08(2f +1) l (« 4- l)R«in(2î+i) («+ J).^; ) 

Ces expressions 8ont rigourea9einenteidl^|9s^ mais dans la 
pratique on pourra les réduire considérablement en conser- 
vant une suffisante exaciitade. 

En faisant complètement abstraction des termes en h dans 
les équations [ar], [z] et (y), on ne négligera que des termes 
du 4« ordre. (Si Ton se reporte h la note du n« 13, on y verra 
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qoe la yalear nnmériqae da coefficient A9, le premier de ceux 
qae l*on néglige sous les sommes 1 n'atteint pas même trois 
cent-millièmes. ) 

Od pourra dans les autres équations négliger les termes qui 
sont affectés des coefficients Ag et Ba , et les sommes 2 se trou- 
veront réduites à leurs premiers termes. Au moyen des v(dears 
numériques présentées dans la note du n* IS, et qui supposent 
la longueur de la bielle égale à cinq fois celle de la manivelle , 
nous avons calculé les expressions suivantes , auxquelles peu- 
vent se réduire les termes en k et tPm dans cette circonstance t 



Equation (z) 



-f 0,0&0 &077 k\ cosd sin2a -^ 
-|- 0,080 81 5& ftA cosG C082ft ^ , 



4- 0,040 ft077 kX tàne sin2Gc ^ 
Equation (a?)j ^^, )(6J) 

'4- 0,080 81 5& k\ s\nù cosSa — 1 



Equation (y) 



- 0,007 1978 «'.•in(s«+ j)§ 
( -0,021 5934 ^. <»»(««+ t)^- 



Dans ces derniers termes, «•-^ sin f ô« 4- ^) remplace 

cosSr«+^j, tandis que cosf3fli-|^^j remplace sin3(«+j j. 

Si une plus grande précision était nécessaire, ce qui n'est pas 
présumable dans le cas des locomotives, rien ne serait plus fa* 
cile que de calculer des tables des fonctions représentées par 

les sommes 2 associées aux facteurs cos^ et ^| pour les valeurs 

de l'angle «, de 5 en 5 degrés pai^ exemple. 

Les équations qui précèdent , étant au nombre de Six seule- 
ment , ne suffisent pas , si on les applique à une locomotive 
donnée 1 pour Caire connaître individuellement les valeurs des 

6 
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onze fiomposantdfl qu'elles renferment. Il faudrait /d'après ce 
qui a été dit ati V 5, y joindi'e cîtiq relations arbïtraï^es, qui 
seraient tirées de considérations relatives : à rélastldlté j à là ré- 
pfirtilîon des pressions iransmisës iaûx 'rails, ^eiiduè 'arbiti^aire 
ent^e certaines limités au moyen do iëi^rage'des rèisbVts de Isus- 
pension; et à nnèliuàisdn^de la tangente cèmmiiiie à la courbe 
de contact des roués et dés ràits. 

En supposant qtie Vèn soit parvenu à déduire la valeur 
de chaque composàhie -d'un nombre éufàsaiit d'équations, 
<m aura la mesure de' la 'fékisfaâce que doivent présenter les 
rails dans tous les sens. Les composantes H... serviront au 
calcul de leur flexion dans, le sens vertidal. Les composantes 
G..., outre la flexion horizontale qu'elles détermineront, aver- 
tiront s'il doit se produire des glissements transversaux; ce 
qui aurait lieu si la composante G... dépassait le produit de la 
composante H... par lé coef&cient de frottement. Pareille- 
nient» il y aurait glissement dans le sens de la voie si la corn- 
posante F... se trouvait être supérieure à ce même produit. 
Mais il ne suffit pas , avons-nous dit , que les réactions restent 
comprises entre leurs limités extrêmes, il faut encore que leurs 
variations demeurent très petites. 

Quoiquil ne soit pas possible , sans avoir recours et l'élasti- 
cité , etc. y d'obtenir les onze composantes des réactions des 
rails f on peut néanmoins former certaines combinaisons 
utiles à examiner. Par exemple» en combinant par addition et 
soustraction Téquation [z] avec réquàtion (â?) divil^eparE, 
on obtiendra les valeurs séparées des sommes des réactions' nor- 
jnales qui s'exercent sjur les roues situées d'un même cêté du 
plan méridien , et l'on pourra rechercher quelle est la valeur 
de l'angle a pour lequel ces sommes sont des maximum ou mî* 
nimum» Si l'on élimine F-f-F, entre l'équation [x] et l'équation 
(y), et que Ton suppose î=o, l"= — P, on aura la différence 
entre les sommes des réactions normales exercées sur le sys- 
tème des roues d'avant et sur celui dés roues d'arrière. 

Quelles que soient d'ailleurs lescombinaisonsquel'on essaie de 
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tiDer de vm équations, on doit<ob8erver que les Caeteiin tàna et 
coaades termes Yariables priocipaux pasBent de la naleur-îf-i 
h la xaleur -rd, poqr reyeiiix: h la prenûdre, fi^9LM la përtede 
d'un tour de la roue motrice, et çue Tamplitade des variations 
est égale au double de la valeor des coelfieients de chacun de 
ces termes. Comme, en outre, un grand nombre d'entre eux est 
praportionnel.au çanfé^dcffa fVjtesseï il, est aisé de voir que ces 
variations peuvent ,(f^n se ppmbinant avec les acUops constant 
tes, donner desrésuUala qui, diins,pne partie de:la période d*un 
tour de roue, soient excessifs^, et. dans l'autre approchent d'être 
nuls. Il en résulte d'un côté une latigue exiréme des rails , et 
de l'autre un glissement des roues motrices qui détermine ra- 
pidement leur détérioration. Nous ne nous arrêterons pas à 
donner des exemples numériques qui mettent en évidence des 
faits qu'aucun ingénieur ne révoque en doute ; chacun , du 
reste, y suppléera aisément. Nous allons revenir à notre but 
primitif, qui est la recherche des conditions à remplir pour 
que* les variations dont nous venons de parler s'anéantissent, 
s'il ^t possible. 

■âSOLimON DVS ftQVATIONS DV COMDmOM. 

SI. Les équations de condition du p* 19 s^ni ^^ nombre de 
douze. Les dix premières ont pour objet d'anéantir les termes 
principaux } les deux autres sont relatives à ^des termes du 2* 
ordre et du 6* ordre, et qui sont sans importance (*), mais qui 



(*) Le degré (fiinportance des termes d^ordres sapérieart cit encore 
moindre que ne Ilodiqae leur prdrQ.de.gtapdepr. j^q sITetiLjei J^urQiQS des 
fériés dont lef coefficleots sont A%i, et Tordre Ai, ont pour facteurs variables 
les sioes et eoiimu des angles éiet; les périodes dansilesqaeUes tontes lenis 

varislions se léaltoent répondent k r, r, r^.... de tour de manivelle.* Les 

tempes en Aa^-i , et qui sont de Tondre 4i-}-2 , ont ponrcoefficiepis les dnus 

et cosinus des angles [*i+^)»i leurs périodes répoi)dent> ^, ^> -jg...* de 
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dans certains cas pourraient disparaître avec les antres. On 
doit remarquer que chacune de ces équations , en faisant dis* 

paraître les termes affectésdu carr6 -^ de la vitesse j annale 

en môme temps les termes affectés de la variation -^ de cette 

vitesse. 

Les équations marquées (5 S)» au Nombre de huit, étant trai- 
tées à part, se réduisent à un moindre nombre. 

En retranchant la 4* de la i'* équation (53) , les quantités 
sous le signe 2 s'éliminent, et il reste 

U— U'=o, (60) 

après que l'on a divisé par (cosd — sinO). 

La 2* et la 3«, étant ajoutées , reproduisent Téquation que 
nous venons d'écrire. 

Les quatre autres équations (53) fournissent de même deux 
fois réquation suivante : 

V— V'=oj (61) 

en sorte que nos huit équations équivalent au pins à six équa^» 
tions distinctes. 
Mais d'après les équations (51) on a 

et, en se reportant aux expressions (68), 

d où 9 en vertu de (ft9), 

U-U'=*g; V-V'=*^A. (62) 



tour de maniveUe. Eofin les termes en Bi , et qui sont de l^ordre fi, ont pour 
coefficients les sinns et cosinos des angles ( S* + ^ ) ( ^ + 2 ) > ^^ périodes de 

ces termes sont de ^, -, -.... de tonr. Les altéraUons locales des bandages 

o 9 1 

que poorraient prodalre ces divers termes ne sont dcfoc point fc redouter. 
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Il s'ensuit que les équations (60 ) et (61) reviennent à Téqua- 
tion unique 

*=o. (63) 

[ Notons , en passant , que cette condition coïncide avec l'é- 
quation (55).] 

Les huit équations (53) n'équivalent donc réellement qu'à 
cinq équations distinctes , que l'on peut concevoir formées en 
prenant quatre de ces équations ne comprenant pas les mê- 
mes combinaisons des quantités affectées du signe 2t et y joi« 
gnant l'équation de condition (63). 

Nous devons présenter une conséquence importante : c'est 
que, de quelque manière que Ton essaie de disposer des quan- 
tités |A, pf e, engagées sous les signes 2, il ne sera pas possible 
de satisfaire simultanément aux huit équations (53) si la con- 
dition A=o n'a pas lieu. 

Examinons maintenant cette dernière : la valeur de k est 
(49) 

*=M'(B— BO+M"B. 

B— B' est la distance du centre de gravité de la bielle à l'axe du 
bouton de la manivelle; par suite M'(B~BO est le moment de 
la masse de la bielle par rapport à cet axe ; M'^B est le moment 
de la masse du piston supposée concentrée à l'extrémité de la 
bielle : la valeur de k est donc égale au moment de la bielle 
supposée chargée à son extrémité du poids du piston, par rap- 
port à Taxe du bouton ; il s'ensuit que la condition ft=o ne 
peut être remplie sans l'addition d'une certaine masse appli^ 
quée sur le prolongement de la bielle. C'estd'ailleurs ce que l'on 
obtiendrait en tirant de l'équation ft=:o la valeur de B' — B } 
il viendrait en effet 

B'-B=g,B, 

ce qui signifie que la distance du centre de gravité de la bielle 
à la tète du piston doit être plus grande que la longueur B de 
la bielle. 
Il ne parait pas que cette condition puisse être complètement 
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réalisée , tÈêtm dans les machine^ à éylindres eitérfentB où 
l'espace permet le prolongement nécessaire , à caâse dé Tac- 
èroissement de rigidité qu'il fandrait donner à cette pièce et 
aùt boutons dé manivelle pour résister aox efforts énormes 
qui se développeraient dans les grandes vitesses. D'ailleurs ces 
éffortâ eox-méme» donneraient naittance U des fkrottements 
qui absorberaient un travail mécanique trè^ oèntidérablè. Ce- 
pendant, entre la forme actuelle de là bielle et ilne mbdlBca*- 
tion de eetie forme et de sa âtasse « qai serait accompagnée de 
fâcheux résultats , on conçoit la possibilité de medifieatieiis 
avantageuses au point de vue de la stabilité , et exemptés h 
peu près des inconivéiiients que Âous venons de signaler. Nous 
retiendrons bientét sur de sujet. 

Des considérations qui précèdent il résulte qu'il n'est pas gé- 
néralement possible de satisfaire à l'équation (63)) et, par suite, 
à rénsemble des huit équations (63); aussi regarderons-nous, 
pour le moment, la qualité k comme étant quelconque et don- 
née en fonction des masses de là bielle et du piston, de la lon- 
gueur de la bielle et de la distance de son centre de gravité à la 
tète du piston. 

a. Revenons eut équations de condition (53). Il convient 
d'y mettre eu évidence la Quantité k. A tei effet, on tire des 
équations (62) 

U'=U— *g, Y'z=:V-*gA. 

Au moyen de ces valeurs, les termes en U, U^, V, Y^ de nos 
équations dé condition, donnent respectivement 

Ueos9+l]'sin9c=-f-U(cos9-fsind)— Jfc^sînO 
Ucosô— U'8lnO=+Û(co80— sinô)+*^sinô 



B 

Usinô— U'cosôz=— U(cosô— sinO) + *^oo8ô 

UsinO-|-ï^'cos0s:-|-U(cosO-}"SÎû0) — k:^co%9. 



(64) 
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Vcosô— V'sîn0=+V(cosô— 8in^-f it^Arine 

Vcos 9 +V' 8in =+V(co8 +8in o) — * 1 Asin ô 

^(65) 

y8{D9-4-V'C089=4-Y(C(»94-8iD9)— fc^AcotS 

V8in9— V co89=— V(co8ô — 8inô)+ fc ^ Acos d 

• / 

I 

Ces .valeurs doivent actuellement être substituées dans les 
équations (53); mais nous profilerons de ce que ces équations 
renferment deux à deux les mêmes combinaisons des somimes 
Iff paur écrire les huit équations sous la forme de quatre seu- 
lement. Les premiers membres seront comniuns à deux équa- 
tions dont les seconds membres auront deux valeurs distinc- 
lives. En divisant ^ en outre, les quatre dernières équations 
par > , nous aurons les équations multiples que voici t 



U (cosfl + Bïnif) -jr2t*f çpse— 2{*f » sîns^ ;^= -^ * ^ fiaO 

U (cosô — sinô) +2fi/î çine -|-2f*j3^ cose^ = — ^ - 8in9 

V r A 

—• (cosô — 8in6)-f-2(4/} cose-^lup^sine^z^ — * TTsinî» — 

A D A 

y r A 

— (é08« + sînô) -j-2fA/) sine -}-2f*^^ cose^ = -j- ifc -jr sine Y 



(B) 



[«], (s) 

[«], (y) 



=+*« 



cotd 






B 

r 



A 



=t*B*^t 



W, (y) 
M» (!f)l 

(«) 



(66 6if} 



La ^ignifici^tioa de ces ^uations ^t facile k soUir; ea ^> 
lant |e3 premiers membres aux termes de la colonne (A), on 
satisfera aux conditions de rinvariabillté des composantes pa- 
rallèles h Taxe deio; et des moments autour de Taxe des z, 
puisqu'il n'existe p^ d'autres équations marquées [x]^ (js) re- 
latives èi des termes principaux. Ge qui revient à dire, en em- 
ployant le langage des ingénieurs , que, ces équations étant sa- 
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tisfaites, il ne devra se produire aucune tendance aux 
mouvements de tangage et de laeeU En égalant les premiers 
membres aux termes compris dans la colonne (B), on satisfera 
pareillement aux conditions de l'invariabilité des composantes 
parallèles à l'axe des x et des moments autour de Taxe des œ; 
ce qui revient èi dire que les tendances aux osciUations nor- 
males h la voie et au mouvement de roûlU n'existeront pas si 
les nouvelles équations sont satisfaites. 

La notation (y) commune aux deux premières équations 
rappelle qu'on fera disparaître, dans l'un et l'autre cas, des iné- 
galités qui affectent les mouvements autour de l'axe des y, el 
qui répondent & la tendance au mouvement de galop. Ces 
inégalités sont peu considérables, puisqu'elles ne dépendent pas 
du carré de la vitesse, mais seulement du poids des pièces 
mobiles et de la variation de vitesse. D'ailleurs , il existe d'an* 
très conditions plus importantes relativement au mouvement 
de galop ^ ce sont les équations (5&). 

Nous pouvons donc, en faisant abstraction de la notation (y), 
énoncer la proposition suivante : 

Si Von satisfait au système des équations (A), on fera dispa-- 
rattre les tendances au mouvement de tangage et de lacet ; si Von 
satisfait au système des équations {B), on fera disparaître les len* 
dances aux oscillations normales au plan de la voie et au mou- 
vement de roulis } mais il est impossible de faire disparaître à la 
fois ces diverses tendances si la condition ^ zzo n^est pas remplie. 

La dernière partie de cette proposition est rendue de nou- 
veau évidente par l'égalité nécessaire des termes des colonnes 
(A) et(Bj situés sur la môme ligne horizontale; les quatre 
équations qui en résultent ne peuvent avoir lieu que sous la 
condition k:=zo. 

' L'énoncé qui précède nous dispensera, dans ce qui va sui- 
vre, de conserveries notations [x], [z], etc; nous conserve- 
rons simplement la notation (A) et (B), qui les résume. 
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En combinant par voie d'addition et de Bousfiraction les 
équations (65 frû), ou obtient aisément : 

(A) (B) 



fu— ^)coeô— ^U+y)sinô+22f*p8ine=— *g8inôA+^^ 
f U+ y) «^-- (u - 7) rin«+22f*/).co8e,==- Jfcgrfnô ^1--^ 
Tu— y)co8ô— ^U4-Y)8inô + 22c;p,8in«.==-*J«inôri+^) 



(66) 



Ces relations nous permettent déjà de constater que l'on ne 
pourrait faire à la fois pour chaque couple de roues p,=: p et 
e,=: — $ que si l'on avait en môme temps 9:=o et ^=0. 

La substitution de la valeur t — 9 à la place de e (67) va nous 
offrir le moyen de remplacer les deux systèmes (A) et (B) par 
un système unique (C) qui restera indéterminé. A cet effet, il 
faudra développer les sinus et cosinus de t — 9 et de c, — 0, en 
observant quesindet cos9 seront des facteurs communs des 
sommes 2. D'autre part, nous allons changer dans les seconds 

membres les facteurs (i — -rj et ( A+t)* 

Soient Y et e des quantités auxiliaires telles que l'on ait 

Ysîne=).— A, 

Yoose=X-f~^y 

on aura 9 pour déterminer l'angle e, l'expression 

).— A 
tange=: 



(67) 



puis 
d'où 



Y 



■).+A' 
Y (cos e -f sin e) = S> , 
2 ^. j/i 



(68) 



"k cose-|-8ine 



sJn(e+j) 
En divisant les expressions (67) par >.; et substituant la valeur 



pfé|çé^|fiin^d0 
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Y .. . , 






«"(e+f)' 






X 



• ^(e+0 



On doit reiqarquer que Tambiguïté de l'angle e n'on^ produit 
pa« d^ni lea valear» pjrècédeiites, paisque le ckangement de e 
en e ±:ir produit un changement simultané des signes des nu- 
ip^teors el d|es dénominateurs. 

Posons enfin 

r 1 



V=h 



ou> on ^ctrt^ de l'équatipn (3d), 



(69) 



— 1. 8ÎB9 



ifc's::* 



sin(e+j) 



;?\i (w) 



nous aurais 






S&'cose* 



(71) 



Ea efTectuiint ces divers changements dans les équations (66), 
il viendra 

(A) (B) ^ 



-|-( D-f'Tj^^^'f'(U^T ]^ÎD^~i~-^^^^/^P cosc -|-2sin92fxp sini =4-2^sin0sine 
— rU-f-YJ'^'^^'^V^ — Y ]^^^^ — SsinoZfip eoss -f-2co802fip sins =— Sit'sindcose 
+rU4-Y)co69— ^D— -^sin94-2cosd2;^.eosi,4-2ri^ 
— rU+YJslnô--f^U— r-jcos^— 2sin©2.tip,cos?,+2cosô2pp.sîûî,=— it's^ 



rz-j^^it^cosOsine 
=:+2ik'cos0cose 



z=:^^kfco99 sine / 
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MuUipliaat mainteoaQt la pr^miôrar de «er équatianii parsin^y 
la dauxiône par coa^, et ajoutant ;pitif^ la premièfe par oasd^ 
et b deuxième par 8in«, et retranchant; el^ opérant de métùm 
8uff le» deux autiet, on aura 

(A) (B) 



+ Tu + Y^+22fii/) eoai =:2+2JI/5iirôâin(6+e) 
— Tu — -) 4- «2fAp,8în •,= - îifc'sin ô go8(0 — e) 



=4- SI/<Md€Q8(d+ 6} 

=-|-2*'co8e«ln(ô— e) 
=+ 2ife'ce«ff co8(ô — e) 



Il e8t vi8ible que» 8i l'on changOv dans le système (A)t an 

Bdt^fOa obtiendra le système (B). Ces deux systèmes pour- 

ront donc être représentés par un système unique (C) ayant la 
forme (A), pcfurvu que l'on y change 9 en S-f^» ^ désignant 
un angle indéterminé tel que, le hisanl égal à zéro ou db ir , le 

système (C) reproduit le système (A), et, en bisant ^=db| 

il se change en le système (B). En effsctuant ce chaogemeni 
dans le système (A) et tirant les valeurs des quantités 2, on 
obtient le système unique et indéterminé 

(C) 
2/./. 8ini= "I^U— y)— ik'8ln(9+s')<»<«+6'+») 

u ) (74) 

S^p.sin ..=+g(U— y)— *'8iii(9+ 6')c««(94-6'-e) 

2(«/>,cosf.=— I (u+y) +*'8in(e+«08in ( 9+6'— e) 

dan8 lequel, pour plus de géoéralitè , nous àmotu regarder «' 
comme affecté du double signe ±} nous sapprtmoiu ce doo- 



(78) 
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bleaigneafin de nepatcoDipliqoer les notattons. On remar* 
quera que le changement de 6^ enit-^-B' n'en apporte aucun 
daoB ce système. Nous préciserons plus loin la signification 
mécanique de i*angie 6', en étudiant le mouvement du centre 
de gravité de la locomotive armée de ses contrepoids. 

De ces équations on déduit aisément les deux relations sui- 
yantes, qui peuvent être employées utilement h la vérification 
des calculs numériques ; 



2ftp sin e -j- 2pip, sin s, = — hf slû^i$ -f~ ^0 ^^ ^ 
2f/p cos c — 2fi/)j cos c. = — k' sln2 (ô + ^0 wn ô 



) (76) 



Ces relations montrent que, dans le cas oti k^ ou k n'est pas 
nul, on ne peut pas faire èi la fois pour chaque paire de roue 
p,=zp et f/=: — e, si Ton n*a pas sin2(d4~6'}=o, ou bien si la 
somme des angles e et B' n*est pas égale à zéro ou à un multi- 
ple de l'angle droit. 

En observant que le système (A) est caractérisé par s'=:o 

ou li: 9r dans les équations (G), et le système (B) par 6^=i::Ë:^y 

nous pouvons transformer la proposition énoncée plus haut 
dans la suivante : 

Si l'on satisfait aux équations (G) en y faisant B' zzzo ou ±i: ^ 
on fera disparaître Us tendances aux mouvements de tangage et 
de lacet ; si Von satisfait à ces mêmes équations en y faisant 

6'=d:^, on anéantira les tendances aux oscillations normales 

au plan de la voie et au mouvement de roulis \ mais il sera im- 
possible d'anéantir à la fois ces diverses tendances tant que la 
condition k=zo ne sera pas remplie. 

L'association des angles 9 et G' soos la forme d-f-^^^^^"^ '^^ 
formules (C) est digne de remarque. Elle montre que la dispa- 
rition des deux derniers mouvements s'obtient par [les condi- 
tions qui feraient disparaître les deux premiers dans une loco- 
motive où Taxe du piston serait à angle droit avec la direction 
donnée de cet axe. 
- Les équations (C)^ quand on y faitàla fois 9=o eH'=o,soDt 
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éqnividentes aux règles données par M. Lechatelier dans le cae 
des machines à cylindres horizontaux. Il estciairi dès lort^ 
que le procédé de M. Lechatelier ne peut pas détruire les ten«> 
dances aux oscillations normales et au mouvement de roulis. 
Ces règles sont d^ailleurs les seules que l'on trouve dans Fou^ 
vrage de cet ingénieur; et, comme les équations de condition 
relatives au mouvement de galop ^ qu'il a entièrement négligées, 
établissent de nouvelles relations entre les quantités sous les 
sommes 2, il est èi craindre que l'emploi des seules règles de 
H. Lechatelier n'ait souvent pour résultat de développer des 
tendances au mouvement de^afep, qui n'auraient pas existé 
avant l'application de ses contrepoids. 

En désignant par fx la masse d'une roue motrice, et p la dis- 
tance de son centre de gravité à Taxe de Tessieu , notre inten-* 
tion était de montrer que la théorie de la stabilité aurait con* 
duit èi l'emploi des contrepoids ^ si ce procédé n'avait pas été 
déjà indiqué. En efTet, les équations (C) et celles que nous 
obtiendrons plus bas relativement au mouvement de galop 
montrent que la quantité p ne saurait généralement ôlre nulle, 
et que, par suite, le centre de gravité des roues motrices doit 
généralement être distant de l'axe , résultat qui indique évi- 
demment la nécessité d'employer des contrepoids. La théorie 
nous aurait donc conduit èi ce résultat, comme elle nous a liait 
connaître la nécessité de prolonger la bidie. 

Le produit iip se compose de deux termes , l'un relatif à la 
roue supposée centrée , et l'autre au contrepoids dont elle est 
armée. Le premier de ces termes est évidemment nul s en vorte 
que nous pouvons, dans nos équations de condition, supposer 
que fA désigne la masse d'un contrepoids , et /> la distance de 
son centre de gravité à l'axe de l'essieu. C'est ce que nous 
ferons dorénavant. 

Avant d'employer les équations (C) à la détermination des 
contrepoids et de nous occuper des équations (5A), il est con- 
venable de rechercher ce que deviennent les auxiliaires Ccost, 
Csint, etc. (53) ^ lorsque les contrepoids sont calculés de ma- 



1 
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mère à «i^Halaire aux éqnfttioBS (C) : l*aDalogie deBeâkrak à 
eflebtuer avec oeax que nous venons de présenterinoatenlatt 
4ine obligation. 

CALCUL DB8 VALBOmS QUS nVNNBlCT LB8 COBPFiaBlfTS CcOSt, CsiO^i 
BTC.t L0B8QUB LB8 C0NTBBP0ID8 SATISFONT AUX ÉQUATIONS (76). 

85. Les fvalears (53) contionnont sous les sommes JS les an- 
gles e el e.. Nous avons à déduire les valeurs de ces sommes- des 
expressions (lU) qui oontienaent t ou e, sous les signes 2,n,k cet 
effst f l'on aura 

. 2fip«ia s crz icos 9,2f<j»^ « --r sia 6 £f4».«os c , 
2^(i/»coss=:sin6t2^(/>sincr|-eos^2f4/ftGOSf } 

on aurait deox autres formules toutes pareilles en affectant de 
lYndloe.leS' lettres set t. En y substituant pour les sommes ^n 
• el e, leurs valeurs (74), et réduisant , il viendra 

1 IV 

Sfi/) sins =— -U(cosô— sin6)-}----(cosô + sîne)— *'sin(ô+6')cos(iô'+e), 

4 1 V 

2îip G0S6 =— -U(cosÔTf sinô)— - -(cosO— sinôH-*'8ln(ô-|-0|)rtn(»'4-e), 

1 IV 

Spip^siDe,=+-U(cosô+6inô)---YC«®*^--«"^)-"*'«n(«+Ocos(6'— e), 

1 1 V 

Sf»/),co8s,=--5U (cosô— sînô)— â r- (co8e+6in5)+f sin(ô+6')sîn(ô'— e). 

Ces quantités étantactuellement transportées dans les équa- 
tions (5i5),<et les valeurs (64>et (65) mises à la place des deux 
premiers termes desseeonfds membres, les quatre premiers 
ee«ffieleats deviendront , toutes réductions faites , 

G cost =— ^gsinô+k'.ilA(ô4-e;)[8în(e'+e)+cos(6'-T^)] 



G 8ln« =+*gsinô— ysin(ô+6O[cos(e'+0)— 8ln(6'~e)] 
Ccos»'=+*gCosô+*'sln(ô+ô')[cos(ô'+e)— sînCô'— e)] 
C'8iny=— »gco8ô4-ifsîn(ô+ô')[sin(6'+e)+cos(6'— e)] 



(76) 
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Les qtiaftedafres coefficients, étant pour plus de simplicité 
divisés par>, deviendront de même 

r A 

D sîn Y =+ *g Y*'^ ^ + fc'sînC^ +ô'y[8in(ô'+0)— cos(6'— e)] 

D cosY=— A;gy sin +*'8în(e +0[cos(6'+e)+8în(6'— e)] 

rA ?(77) 

IVsIn Y'=— A;^ i^co8ô+*'8în(ô+60[co8(0'+a).4-sîn(ô'r-e>] f 

lPcor¥'±z+k^ ^cosô — tfs\n{B + 6')[sin(6'+0 )— cos(6'— e)] 

O A 

Les coefficients de ^sln(9-|-^0 ^^^ ^^^ expressions, étant 
développés, donbûbt 

8iD(6'+ e)+ cos(ô'— 0)== + (cos e + sin a)(co86'+ ^^ ^') 
cos(6'+e) — sin(6^— e)=:+(co6e+8ineXco86' — sînô') . . 
8in(ô'+0)— cos(6'— 0)=:— (cose— sineXcosô'— 8în6') ^ 
co8(ô'+ e)-4HBln(î'— G^)mrf(aHi e — ^ sin é)(eos è'+slri ô') 

Dun antre' cAté, en ajoutant et retrànchlaiil ^les éqna* 
tiens (71), puis divisant par 2, il vient 

ft'(cés0-f-8ine)=:iî;= , 
ifc'Ccose — 8îne)=iî;5--- . 

If A 

Si nous subèiMohs féS'déuxrprMriîSfeâ'VaTèon ^(78) dans les 
équations (76}y efrHi^e'TioiisDt70ndié^Fd'%')a première équa- 
tion (79) , noQS aurons 

C ces» si+fcgE— sin ô+rtnCô4-0(cos6'if slnéO] 

r ■'* 

Csin»=— *g[— sinô+sîn(e+60(eos6'— rinô')] 

(80) 
(?citei'==4-*g[+<H)s'e+s1n(0+ôO(«o8ô'-sinéô] 

G'sia f'?::— tg[+Qoa9— Un(e4-«fXcoi^H^«9f)j 
A Taide detf dernières valeurs (78), et de la deuxième équa- 
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tion (79) , les équations (77) donneront, en sapprimant le fac- 

1 
teur commun -■> 



D sin y =— *5 A[— sin 0+8ili(ô+6')(cos6'— sinô')] 

D COI Y =+*gA[— 8ine+sin(0+e')(co«ô'+«înO] 
lysinv'zs— ikgA[+c08ô— sin:ô+6'Xcosô'+8în60] 
iyco8^'=+i5V[+cosô+8Îû(ô+60(cos6^— slnô')] 

Il reste à opérer ici des rédocUons. Oq a d'abord 



(81) 



d'ob 



8in(9-f dO=sitidcosd'-{-cos^"ndS 

tàùiB'\-B')€OB$'z=:%in Q cos^ 6'4-co8 B sin d'oo86'y 
8iii(0 -|- G') sin 6'= ces 6 8in^6f '-{- sin $ sin 6'cos 6' 3 



puis 



Bin(9 -j- 6')(cos 0'4- sin d') = sin $ cos^d'-f- cos Q sin^d'-f (cos d -(- sin ù) sin 9'cos 6', 
8in(ô+^'j(cosô'— sinôO=Mn^cosV— cosôsinV+Ccosô— sinô)sinô'cosô'. 

Soient « pour abréger, 

(a) = — sin ô + sinC© + e'Xcos ô'+ sin ô') 
(i)=_gine+sîn(ô+60(cos6'— sinô') 
(c) =+ cos ô + sin(ô + e')ieoBB'—Biû ©') 
(rf) =+ cos — 8în(ô+eO(cos©'+Bin ô') 

nous aurons , en faisant usage des deux précédentes rela-* 
tiens , 

(a):= — sindsinV-)^cos6sinV-^(cosd-j-sin6)sind'eos6' 
(b) =— sin 9 sin^d'— cos è sin^6'-f (cos — sin G)sin d^cos 6' 
(e)=-{-sin9cos'G'-fcosdcosV-|-(oosd — sin9)siné^cosG' 

(if)= — sindcosV+cosGcos^d'— (cos9-|*'Bîn^)^>^^'<^>B^' 



/ 



•4 A r.«A»* 









• ,^ 



V A-^ ^ 



',-/<*/ iyi- 



uy/f^'-^ 



/t»Hv 



{./;*' '^•' 
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puiSf en mettant les facteurs communs en évidence, 

(a) =8iD ô'[co8e'(co8ô +8înô)+8in6'(co86— sînô)] 
(b) = sin 6'[co8 ô'(co8 e — 8iD Q) — sin 6'(co8 $ + **d 6)] 
(c)=co8e'[cos6'(co8e+8în0)+sînô'(co8ô — sinô;] 
(d) =: ces ô'[cos 6'(cos B — sin 9) — sin ô'(cos B + sin 0)] 

mais on a co89-{-sinO=:(/28inf 6-{-t) t 

CO80 — 8ÎOÔ = j/8C08rô+^] J 

substituant , il vient 

(a) = j/i sin B' [cosB' sîn^ô +^ +sin ©'cos^ô + j)l 

(b) = i/i sin 6' Fcos e^cos^ô + ï) ■" *'" ®' *'°(^ +s)l 

(c) = j/i ces 6' Fcos e' sinfô + ^ W sin ô^cos^ô + ^^1 
(rf)==[/2C086'rco86'cosr6+^^— sinô^sinfe+j^l 



ou 



(a)=^î8ln6'8inrô+6'+j) 
(6)= j/2 sin ô'cosrô+6'+ j) 
(c) = j/î ces B' sln^ô + 6'+ j^ 
(d)=: l/ieos û'ccs^ô +0'+ ^ J 



Àuonoyen de ces valeurs, les équations (80) et (81) devien- 
nent finalement 

Cco8»=+*g>/î8lBô'8in(d+e'+j) 



C8in*=— ikgj/âsinô'cosre+e'+j) 
C'cos*'=+*^ j/ico8e'8inrô+6'+ j) 
Csin ♦'= - * g i/leosB'coB(B+Bf+^ 



(82) 
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D sîn Y =— * j [/a Asin ô'cosrô+e'+ î j 
iy8inY'=— *g j/iAcoê6'coôro+6'+y 



(S3) 



(En verttt de l'équation (35) , on pourrail remplacer le fac- 
teur i^gKâ» P^ Utàtif.) 
Les équations précédentes donnent facilement 



(85) 



C=+ikgr/â8ln6' 

C'=:+ftgj/«C0S6' 

D=+*gj/isin6'A 
iy=-{-*gj/âco86'A 

Les seconds membres des équations (82) et (83) 8*aiinulent 
avec k , comme nous savions déjà que cela devait être. En outre , 
h étant supposé ne pas être nul ^ les quantités C et D , qui sont 
les coefficients des principales inégalités dans les équations 
[x] et (z) du n* 20 , s'anéantissent lorsque G^=o oudzTr, tandis 
que C et W^ qui se rapportent aax équations [je] et (âp), ne 

disparaissent que pour 6'z=di-. Ces déductions offrent une 

confirmation de nos calculs. 

Puisque les coefficients C, D, C% D't représentent les demi- 
amplitudes des variations des réactions et de leurs moments^ 
qui correspondent , d'une part aux mouvements de tan-- 
gage et de la^etj de l'autre aux osctUaiionê normaUs et an 
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mouvement àe roulis ^iX est facile d'apprécier l'iefficacUé d'un 
système donné de contrepoids établi d'après les formules (74) , 
au point de vue de la tendance èi ces divers mouvements. 

On y parviendra en calculant le rapport des coefficients (85) 
aux valeurs des coefficients C, G\ J>, D\ avant que la machine 
soit munie de ses contrepoids; on aura , si l'on peut s'expri- 
mer ainsi I le rapport des perturbations restantes^ après l'appli- 
cation des contrepoids , à celles ()u1l s'agissait de détruire. 

Désignons par Co^Co» I^o^I^^' '^^ valeurs absolues de 
Gf Cj D, D^ avant l'application des contrepoids. On obtiendra 
C,, etc., en égalant à zéro les quantités p, />,, dans les équa- 
tions (53), et faisant la somme des carrés de ces équations 
prises deux à deux; il viendra de cette manière 

C/ =± 2 (U^cos^ô + V'hïn^ e) 
D^«= SCV^cos^o + V'Vm^ô) 
C7= 2(lPsîû* Q + U'^cos^) 

iy,2_ 2(yhW e + V'^cos^o) , 

et les rapports cherchés seront , en ne considérant que leur va- 
leur absolue, 



rT 



srsind' \ 



sinG' 



cose' 



(86) 



Co B^'U^cos^ô-l-U'-'siû^O 

D * Ar 

Do ■" S j/ V2 cos^ô + V"siû='ô 

a _k r 

^. Bl/v^Bin^ô^-V'^cos^ô 



24. Pour montrer une application simple de ces formoles^ 
nous supposerons qu'il s'agisse d'une machine à cylindres hori- 
zontaux^ ce qui réduira les radicaux à U, V, U', V, (51). En 
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remontant aux formules (AS) et (49) y on aura dans ce cas 



c 


k 

-B 




k 
~B 




k 


D' 


k 


yy. 


B 



sinG' 



sîne^ 

r A 

cosd' 



B * r 



cosô' 



B * r A 

Prenons pour exemple une machine à roues indépendantes, 
qae M. Lechatelier étudie dans son ouvrage. En substituant, 
dans les précédentes équations , les poids aux masses y ce qui 
ne change pas les résultats , nous aurons (voir pages 52 et 5/i 
de cet ouvrage)» 

La quantité H''^ — représente le poids du bouton de la ma- 
nivelle , augmenté de ce que l'auteur appelle poûf< de la mant- 
v^le rapportée à son bouton; nous prenons le signe -f « attendu 
que les rayons qui aboutissent au centre de gravité de ces masses 
sont de même sens que le rayon r de la manivelle^ ce terme est 
d'ailleurs le seul que comprenne ici la somme 2. La quantité 
A!'' doit différer très peu de A dans la machine dont s'occupe 
M. Lechatelier: pour plus de simplicité, nous pouvons, sans 

erreur sensible, supposer — =i. 
La situation du centre de gravité de la bielle n'est pas don- 
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née; mais doqs avons lieu de croire que H. Lechatelier dési- 
gne par poids de la biMe afférent à la manivelle ce qae nous dé- 
fi' 
signons par H' ^ : noas poserons donc 



d'où nous tirons : 






g- = 0,52, 



1 = 0,48X77 + 107 = 144, 

M'+M''+M"'^=77 + 107 + 60=244, 

w rtit 

M'g-+M'''l^=0,5«X774.60=i00. 



Il s'ensuit 



V D' 144 

Or, noas avons dit que les règlesdeM. Lechatelier, relative- 
mentaux machines b cy lind res horizoniaux, se tirent de nos équa- 
tions (74) en y faisant d'=o. Introduisons cette valeur de b' dans 
les expressions précédentes, et nous reconnaîtrons que, dans le 
cas actuel, les contrepoids de M. Lechatelier, tout en détruisant 
à très peu près les tendances au mouvement de tangage et de 
lacety augmentent de 44 pour 1 00 les coefficients qui mesurent les 
tendances aux osetUaftons normalee et au mouvement de rùuU$* 

Si les contrepoids étaient calculés avec une valeur de 6' = dz - , 

ces dernières seraient sensiblement détruites « et les premières 
se trouveraient réduites à 0,59 de leur intensité primitive. 

Enfin , si Ton appliquait ici des contrepoids calculés avec 
une valeur de o' moyenne entre les deux précédentes , c'est- 
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à-dîre en faisant 6'=dz^, il viendrait, abstraction faite des 
signes, 



'o o o 



En d'autres termes, les tendances aux mouvements de tan- 
qaqt et de \acti seraient réduites aux \x dizièroes environ de ce 
qu'elles étaient avant rappHca^tion des contrepoids , tandis que 
les tendances aux oscillationê normaleê et au mouvement de 
rotUis ne subiraient pas de modifications sensibles. 

Les valeurs numériques des quantités (86) et (87) doivent 
nécessairemenjt varier dans les différent^ systèmes de locomo- 
tives. Il est facile de voir que ces nombres seront moindres 
dans les mac)iines à roues accouplées où les bielles e| manivel- 
les d'accouplement seraient de même sens que les manivelles 
principales ; les inconvénients inhérents à la valeur 9'=o y 
seront moindres que dans les machinas à rpues indépen-> 
dan tes. 

Sans pousser pins loin les recherches numériques, on peut 
présumer , d'après les nombres précédents, que le mode d'ap- 
plication des contrepoids en usage aujourd'hui n'est pas étran- 
ger aux dégradations qu'éprouvent par places les bandages des 
roues motrices. 

Quoi qu'il en soit , on ne doit pas raisonnablement préférer 
à priori un système qui détruit h peu près certains inconvé- 
nients et qui en aggrave d'autres. Nous venons de voir que le 

système G'=:±:- ajiéantit ceux que le premier aggrave, et ré- 

i\3fi ep même temps les autres» Ce ne secai^l cçp^epdaQt pi9f|.un 
motif sufi^nt de préférer ce système, attendu que le tangage et 
le laeet sont plus à redouter que les oseUlations narmales et le 
rouliê, h, cause des glissements qu'ils peuvent déterminer. Toute- 

fois, on conçoit qiji'il existe entre 6'=o et 6'=:- une valeur in- 

terro^é^iaire, àfi, cett§| indéteripinéç, qui (oi^^rnîsse les i;ësfilta^ 
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le» fh» avantaeeos; pour ua syalème donné da loeomolive. 
Heis la mècanûtae expèrimeotale ne nous rournift pas aetool- 
meot de doaaées (pi non» peraietteni d'appréeier la propor* 
lion dans laquelle le» aoiDnies de» oonposaotes et des momenta 
des réactions exercées par les rails concourent à la détériorer* 
tton locale des bandages. fi*nn autre cdté , Ton ignore k peu 
près la liaison qui existe entre le travail du frottement et l'usé 
des tourillons et des glissières. Ce travail lui-même ne saurait 
être déterminé d'une manière générale , à cause de la variété 
des appareils de distribution de la vapeur. S*il en était autre- 
ment, le calcul des inconvénients inhérents à un système 
donné de contrepoids serait accessible à Tanalyse mathémati- 
que. On sera donc obligé d'avoir recours à l'expérience pour 
fixer la valeur la plus convenable de l'angle ^^. et aussi pour 
déterminer la modification la plus avantageuse à apporter 
dans la. distribetion de la masse de la bielle, bcsque l'on con- 
sentira à modifier la forme et la masse de cet organe. En prè« 
sence de l'impossibilité de satisfaire à l'enseiabladeséquiitions' 
de condUioB provMiant de h>Of et qui permettent d'y déroger 
d*une infinité de manières différentes, nous sommes heureux 
d'avoir réussi k introduire l'indéterminée &' qui réduit consi- 
dérablement le champ ouvert aux tâtonnements et systématise 
les recherches expérimentales , comme on le verra plus loin. 

SOrrB OB LA BtSOCIJTIOff DXS ÉQUATIONS OB COlfUITlOir. 

8r8. Au point od nous en sommes, il devient néoessaire de 
dévelopi^r les sommes S dans les. équations (74); nous rai^el- 
lenons que leur dèfiaition est comprise dans la formule 

nous isolerons le premier terme da< seoondi nomère^ qiit se refu 
porte k:la>roue dont Taxe a pourabseisae i, et nous poserons 

^^f^cos f*rcos "'^'^ ces 
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en sorte que cette dernière somme ne contienne que les termes 
relatifs aux roues dont les abscisses des axes sont V et l". On 
aurait des expressions toutes pareilles en aifectant de l'indice , 
les quantités p et s , pour transformer les sommes £ qui sont 
relatives aux roues situées du côté des y négatifs. 

En effectuant ces changements dans les équations (76), il 
viendra 

P/>sîni+Vf>'sini'==---|rU--y)— ik^sinCô+ôOcosCô+ô'+e) 
fxpcosî +V/cose^ zz— jrU+Y)+&'sin(6+ô0sin(ô+6'+e) 
f-'P. sin i,+ 2f*'p\sln t\= + Vu — y) "^ *'«" (6 + 6')cos (6 + ô'— e) 
PP,cos f , + 2iifp\cos £', = — l^U +^^+ fc^sInC© +6') sîn(e + ô'— e) 

Ces formules feront connattre pip, i et jip^ j t, , lorsque les 
quantités 2, qui sont relatives aux roues dont les abscisses sont 
V et l'\ seront connues. 

Les équations (75) destinées aux vérifications numériques 
deviennent de la même manière 

fitpsin £-|-pp,Rîn f,-f 2f*'p'sîn s'+S/p^sîn «',= — fc'sîn 2(ô-J-ô')cose 
pipcos ( — ptp.cos f j-|" 2|i'p'cos s' — Ifx'p'.cos e', = — ^sln 2(ô + ® ') **d ® 

Il ne sera pas sans intérêt de présenter la remarque suivante 
concernant l'emploi des équations (88). Le sens des œ positifs 
pour lequel nous avons pris celui du mouvement de la machine, 
est arbitraire, puisqu'on peut toujours supposer à ce mouvement 
un sens contraire à celui que l'on aura choisi d'abord. Il faut 
donc que les équations (88) assignent les mêmes masses et les 
mêmes positions absolues aux contrepoids montés sur les mêmes 
roues, lorsquel'on applique les équations en partant d'un sens du 
mouvement opposé au sens primitif. Il est facile de vérifier qu'il 
en sera effectivement ainsi; en effet, cette inversion aura pour 
résultat de changer les p, !> c' en p., — s, et — c\; l'inclinaison 
$ des cylindres se changera en ir— d; et, comme l'angle B' est 



(88) 



(89) 
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censé affecté du double signe , l'angle ^O' peut toujours se 
changer en n — (O-f^O* Les quantités fx, U,y» V et e conser- 

Teront d'ailleurs les mômes valeurs. Or, il est facile de vérifier 
qu'en effectuant ces changements dans la i'* et la 2* équation 
(88), on retombera sur la 3« et la &•, et réciproquement. 

Nous allons maintenant nous occuper des équations de con- 
dition (5A). Ces équations, au nombre de deux seulement, sont 
destinées à faire disparaître les principales inégalités dans l'é- 
quation (y), qui est celle des moments autour de l'axe ho- 
rizontal perpendiculaire à la voie. Elles répondent au mouve- 
ment de galop. (Les équations (53) comprennent bien quatre 
équations relatives à des inégalités du même genre; mais nous 
avons déjà fait remarquer qu'elles ne se rapportent qu'au poids 
des pièces et è la variation de vitesse, en sorte que les équations 
(5 A) peuvent être considérées comme les principales équations 
de condition relatives à la destruction de la tendance au mou- 
vement de galop.) 

Multiplions la 1'* équation (5ft) par cos 6 , et la 2* par sin 9 , 
puis ajoutons; d'autre part, multiplions la 1'* par sin 6, et la 
2* par cosd, puis retranchons la l'« de la 2«; il viendra, en 
vertu do c=0-]-d, ff.=e.-|*'^ C^^'^ (4^)]f 

fi»,(cos6 -|-*ioO — ^i^ 2f*/)/sin i — 2f»p,2eo8t,=o ) 
«',(cos6 — sinô) — w^.— 2fAflcosff-f 2f»/9,Isinf.=o | 

Cette substitution de l'angle i à l'angle e ne suffit pas) il con- 
vient de séparer ici, comme nous l'avons fait plus haut, les ter- 
mes qui se rapportent aux roues dont l'abscisse est I, en posant 

et de même pour les sommes qui contiennent l'indice 1, et cela 

afin d'éliminer les termes en {. Il vient de la sorte 

» 

^^o(<»8^+«nO)~«'.-fioWne---ft/),/co«f,— 2ttVrsîni'— 2ttV,rcosi',==o, 

(P,(C0S9 — SiD9)~M'.— |tp{C0Sff-ffi/>./sin(,— 2fiVi'C08e^-}-2fA'/>'/«Qs'i=<^* 

Ajoutons la V et la 4* équation (88), puis retranchons la 3* 
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de h 2*; il v^odra, en ajapt égard aox relations (78) \ui sont 
encore vrajes^ lorsqu'on y cbange 6' en. 0-^6', et aux équa- 
tions (79) , 

fiosin t+po,cosf.+2uyshi e'+3py,eosi^=ii— r^-Jt^siart^i^^^^^^ 
>/>C08c —iipjB»mt,i'.I,iLYeoêt'^2ii'p\ûù t'.Œ-^U^ikjsInCS+ô'jÇco^e^f S^yfsinCô-j-ô';] 

Multiplions maintenant ces deux équations par f, et ajou- 
tons-les respectivement à la 1'* et la 2« des précédentes, nous 
aurons 

»»'.(cos64^nô)-#.',^5p'p^(PwJ)sint^^2a'b^(J'^l)eosi'.=;-IJt-*^ 

^ Je 

f«;,(cosô-sînô)-f^.-^2/^^4^^i>»SI'^r2/^^(r-.o»»tt*^=^ 

Ces équations ne contiennent plus les inconnues ftp, i, ni 
l^pi j >i 9 Qul se rapportent aux contrepoids de la roue dont l'ab- 
scisse est {. Les inconnues sont au nombre de deux pour cha- 
que contrepoids : » les six roues sont accouplées^, les incon- 
nue» que renferment nos doux équations sont av nombre de 
huit; si deux paires de roues seulement' sent accouplées, it 
resta encore quatre inconnues. On peut donc , dans les deux 
cas, y salisEai^a. d'una infinité de manières difléren4es<i Nous 
profiterais de cette indi^terminatlon pouy iptroidi^f re; une s^* 
pliGcaljk>i)f qui cpnaistiBra 1^ faire 

py.=p.V, ,'.=.'; (92) 

de sorte que les, contrepoids ap|>Uqué8 k deux-roues montées 
sur le. même essieu , autre que celui dont l'abscisse est (, seront 
identiques et disposés de. même, par rapport aux manivelles si- 
tuées du même côté. Il n'en résultera aucune impossibilité 
physique de satisfaire aux équations (88) , puisque l^urs racines 
fA/Bsini, iipcou, fAjo^sinc, etfi/>,cose,, seront toujours des quantités 
réeUj98^.ces,éqi^^«%4UM)t4mNreinier degré$ et qiieies.i»- 
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leurs [t^, pp., ppurroM toajoqra 4t^e priBC^ positivoi^eat mpjoB-. 
m^t im çl^pU coAvenaj^l^ des apg^es.c ejt c^. 

Les conditions (92) étant introduites dans.lea é4i|atiops,(91)» 
on ej^ tiijeca pf^r^spust^adion eti^ddition, puis.traasposant, 

Tellç9 sofit le9. équations qu'il s'agissait d'obtenir. Le/itoroiea 
en l qu'elles renferment aux seconds membres disparaîtront 
partqiit ailleurs qpa.dans les maqhjnes. employées aif chemin de 
fer ()u I^prd . dout nous avons pQrl^ en commençant ; car on. 
pourra, tOMJours. faire 2=o en prenant pour abscisse l» l'abscisse, 
de l'axe de l'essieu moteur principal, lequel coïncide avec rori» 
gine des coordonnées» 

La remarque, que nous avons présentée à l'occasion, des., 
équations (88) se reproduit à l'égard des équations (98); seu- 
lement les indices 1 ayant dis(|arn,,^ces équations doivent don- 
ner les mêmes valeurs de p'/)', et des valeurs égales et de signe 
contraire des angles t'^ lorsque l'on intervertit le sens primitif 
de Taxe des â?^ de sorte que , dans les deux cas , il en résulte 
pour chaque roue.un .mémo contrepoids occupant, une situation 
identique. Lorsque le sens primitif est interverti, les ab- 
scisses I, V et ^^ changent de signe, ainri que ^, ; les angles 
et s-f-G' se changent en tt— s et n — (d-f-O^ comme ci-dessus, 

tandis que U,,fp. et k-^ conservent leurs signes. Il est facile de 

voir que ces chapgements opérés, daps les équatjops. (98) n'ont 
pour résultat qye de. changer less^nçs des i\ coipjne cela 
doit être. 

Les équations (98) serviront au^calcul des contrepoids antres 
que ceux des roues motrices principales; puis les équations 
(88) t simplifiées par les condition8X92) ^ fourniront les éléments 
des contrepoids des roues motrices principales elles-mêmes. La 
solution générale du problème de la détermination des contre- 
poids fournie par ces équations serait complète > s'il ne restait 
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à fixer convenablement la valeur de rindëtenninée 6'^ et la li- 
mite da décroissement de la fonction k, faute de pouvoir an- ' 
nuler cette dernière. 

26. Les équations (95) suffiront, dans les machines à quatre 
roues accouplées , pour calculer les éléments des contrepoids 
identiques des deux roues portées sur l'essieu dont l'abscisse est 
r, au moyen de cette abscisse et des quantités h^^ et ft^.. Dans 
le cas des six roues accouplées , il faudra joindre à ces équa- 
tions deux conditions arbitraires, sur lesquelles nous reviendrons 
plus loin. 

S'il s'agit de machines à roues indépendantes, les masses / 
et /' seront nulles, ainsi que l'abscisse I de l'essieu moteur; 
d'un autre côté, la fonction ^. (ft8) sera également nulle, 
parce qu'elle se réduit aux termes relatifs à la manivelle prin- 
cipale et à son bouton , et que l'abscisse U", qui leur est com- 
mune , est égale à zéro. Les deux équations (95) se réduisent 
alors à l'équation de condition unique 

Pour interpréter cette condition et préciser en même temps 
la fonction m^, (A8) , nous la mettrons sous la forme 

• Bcos^"- ' ■" 

En vertu d'un théorème connu sur les moments d'inertie, la 
quantité H'B''-|-H'P est égale au moment d'inertie de la 
bielle par rapport à un axe perpendiculaire au plan du mouve* 
ment et passant par le point d'articulation de la bielle et de la 
tdte du piston. Soit B^^ la longueur du pendule simple qui ac- 
complit ses oscillations dans le même temps que la bielle au- 
tour de cet axe , on aura 



T désignant la durée des oscillations simples de ce pendule, 
B" se détermine en fonction de T, par la formule 

B"=,(îy , (94) 
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et la valeur de w. deviendra 

expression dans laquelle le facteor --^ peut être remplacé par 

1 ^ 

sa valear très approchée .— b. * 

La condition k^.zso se traduit donc simplement par 

B''=B, (96) 

c'est-ë-dire que la longoeor do pendule simple équivalent h la 
bielle devrait être égale à la longueur de celle-ci. En d'antres 
termes , les points où Taxe de la bielle coupe les axes du bou- 
ton de la manivelle et de la tête du piston doivent être des 
centres d'oscillation ou de percussion réciproques* Cette condi- 
tion peut être remplie au moyen de formes très diverses don- 
nées à la bielle \ mais on ne parvient à aucune forme admissi- 
ble dans la pratique sans prolonger cetorgane. Dans le cas idéal 
où la bielle se réduirait à une simple ligne droite sans dimen- 
sions transversales , on sait que le centre d'oscillation serait 
situé aux deux tiers de sa longueur. Il faudrait donc, pour le 
faire coïncider avec le bouton de la manivelle, prolonger cette 
bielle idéale de moitié. 

Nous allons faire voir que la condition m^.= o est incompa"* 
tible avec la condition ft = o (63), sans laquelle il est impossi- 
ble de détruire.simultanément les tendances aux mouvements 
de tangage, de lacet, aux oêeUlations normales et au mouve- 
ment de rtmlii. En effet, la condition a^^zso donne 

l'autre condition est 

M"B+M'(B— B0=o, 

et ne peut être satisfaite que par une valeur positive de B' ; 
multipliant cette équation par B^ et ajoutant à la précédente , 
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il Tient 

condition incompatible avec une valeur positive de B^. 

L*incompatibilit6 que nous rencontrons ici est la seule que 
présente la question de lia stabilité des machines locomotives 
envisagée au point de vue purement théorique. En supposant 
possible de satisfaire pratiquement 9 la condition kz=o, on se 
trouverait obligé, dans !e cas des machines à troues indépen- 
dantes, de décider laquelle de celie-ci ou de çt^^^o doit être 
sacrifiée à Vautre , ou mieux quelle serait la manière la plus 
avantageuse de 'déroger 2t tbutès deux à là fois. D'après les 
motifs exposés plus haut , on devi-aik encore Irëc'ourir à Tex- 
IJériëncie. 

11 ^t tbutefbis Bigne de remai*qiie 4ùe ces deux conditions 
conduisent Vuhe et Vautre à prolonger la bielle; éi Von peut 
voir que, si Voii appliqué sur te plodgemènt âe la bielle, du côté 
de la manivelle , des masses successivement croissantes en un 
point donné; oh des masses constantes à ^es distances varia- 
blé^ , on àtrivera & obtenir le irésOltÀl f^«=o avant que la 
Ibnction h ne s'anniilé; en sotte que là première condition sa- 
tisfaite peut être considérée comine uni achetïiinèment vers la 
iiecôtide. 

Cet considérations nous amènent tout nâttirellement à dire 
îci quelques mots ië& ^eeherche'b auxquelles tiôus nous sommes 
livré à l'égard des thconvénienté que peuvent , en général , 
entraîner lès deux conditions dont il s'agit. 

DIS AVANTACns XT INCOliVftmNtf 1)0 t>aOLON(ÏBMMt DB LA BIELLB 
A Vn POINT DB VUB ÀDTAB QÔÉ CÎLIJI 0B LA STABILITÉ. 

37. Notre théorie de la stabilité suppose une rigidité des 
pièces toujours suffisante , et ne tient aucun compte de Vaction 
des ressorts do suspension. On conçoit que la rigidité soit réa- 
lisable à la rigueur, et que les mouvements du bAtis soient 
maintenus dans des limites données, par un serrage assez puis- 
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sont dés t*e8bort8 de Bbspeniion ; tnoii la rigidité el le serrage 
ont deé limites qn'on ne «aurait dépasser. D'an aâtre éôté , en 
supposant que par an fért serrage dn puisse rendre Insignifian- 
tes les oseillations dès glissières, cellés-ei n'eiî seraient pas 
moins soumises è des pressions qui pourraient erottre éhbrmé- 
roent aveo la vitesse, et donner lien à un travail 4e frottertient 
et k une détérioratton deb diyérsei pièèes de la maebloe^ dodt 
il est fanpossible de fsire abstracttbn. Lira bbutone de manivelle 
devraient pouvoir aussi résister b des efforts bonsidérabiéB. 

Ce neoteau point de tue ni*a conduit k examiner partiealiè- 
rement l'effet du mouvement de la bieiie et du ptoton sur lés 
glissières et lé bouton de la manivelle; Bans eette recberdhe, 
j*ai dû adtnattre ^ saul vérifieatioa intérieure ^ que le» dimen- 
sions fies j[>ièces prèsenlaSent utie résistance saflhanle> ëtlaissér 
de o6lé le travail dn frottement dans rartîéuiàliîen de la bidle 
et de la tête du piston , comme sans importance vi»4i-vis db 
éehii des glissières. 

Le aysiènie formé par la bielle et te piston, indépeAdammeUt 
des poids de 6es dèax brganes et de la pression de la vapeur, 
est soumis à des forces e&térieares qui sont : 1« ractioo dh 
bouton dé la manivelle sur la bMIe; S* l'action déà glissières; 
S* les actions radins faeHement déterminflbiéfc exercées sur la 
Hge du piston par te collet du cyHndre^ et celles que le cylin- 
dre lui-même exerce sur le pistoUé J'ai omié ces dernières 
comme pien importâmes dans la Question qui nous occupe, fin 
appliquant à ce systèûie les équations du mouvement de trkW- 
lation parallèlement et perpendicolaireiAeDft à l'axe dii cylin- 
dre , et l'équation des moments autour d'un axé perpendicu- 
laire au pls^ du mouvement, en tout trois éîqi^tibas, nous 
avons pu déierûiinér la valear de la pression produite par léli 
gHssièreb et les deux composantes dé l'action exercée par leboa- 
ton de la manivelle. Voici maintenant c^ qui ressort des résu^ 
tats obtenus. 

Lw pi^esiioik do fc vapeur ti^ansmise par te pistôftidonné lien 
b une adiion' normale aax glissières, et loojours de ihéme sentf, 



lorsque les tiroirs n*ont pas d'avance. Le poids de la bielle et 
da piston donne aussi lieu à des composantes normales anx 
glissières dans les cylindres inclinés, et à des composantes taur 
gentielles qui se combinent avec le frottement des glissières. 
Ces diverses composantes pourraient être appelées composantes 
statiques, en ce sens que ce sont celles que Ton obtiendrait en 
les calculant comme si la bielle et le piston étaient au repos. 
Mais le mouvement de la bielle et du piston produisent en outre 
des actions normales aux glissières, qui varient avec la position 
de la manivelle, la vitesse angulaire et la variation de cette vi- 
tesse par unité de temps. 

Les termes principaux des expressions analytiques des com- 
posantes normales aux glissières sont proportionnels au carré 
de la vitesse , et au nombre de deux. Le premier, et le plus im- 
portant, a pour facteur la fonction w^ ; sa période est un tour de 
la roue motrice, en sorte qu'il augmente et diminue alternative- 
ment la pression statique. Le second terme a pour facteur la 
fonction /k, et la période de son action est d'un demi- tour de la 
roue motrice ; il augmente et diminue deux fois alternativement 
la pression due h la composante statique et au précédent terme, 
et pour cette raison devient moins important à considérer. 

Si le sens de l'action de la vapeur sur les glissières n'était pas 
sensiblement constant, il y aurait quelque intérêt à disposer de 
la masse de la bielle dé manière que le terme en vp^ fût constam- 
ment de signe contraire à la pression statique de la vapeur 
transmise aux glissières. Hais il n'en est pas ainsi. Il convient 
donc d'annuler le facteur w^. 

Quant au terme en h^ il serait convenable aussi, mais moins 
important, de l'annuler, au point de vue de l'action normale 
transmise aux glissières. Or nous avons vu, u? 26, que les con- 
ditions ^",=0 et ftno sont incompatibles, et qu'en satisfaisant 
à la première, qui est d'ailleurs exigée dans les machines à 
roues indépendantes, pour détruire la tendance au mouvement 
de gàlopf par un prolongement de la bielle du côté de la mani- 
velle, on est cependant moins éloigné de satisfaire ë la seconde 
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qu*aveo la forme actuelle des bielles. Si Ton fait ^«=o dans 
les machines à roues accouplées, les termes provenant de la 
bielle dans les équations de condition relatives au mouvement 
de gahp seront détruits; et il n*y aura à équilibrer sous ce 
rapport que les masses des bielles et manivelles d'accouplement, 
au moyen de contrepoids appliqués aux roues autres que les 
roues motrices principales. 

Il y a donc incontestablement avantage à faire m^^=o, c'est- 
à-dire à prolonger la bielle en sorte que la longueur du pen- 
dule simple équivalent soit égale à longueur B, Torsqu'on se 
propose de diminuer les variations des actions que la tête du 
piston transmet aux glissières et les oscillations qui en sont la 
conséquence. 

Maintenant, il reste à savoir quelle pourra être Tinfluence de 
la condition tp^=zo sur les pressions auxquelles est soumis le 
bouton de la manivelle. J'ai calculé à cet effet la valeur maxi- 
mum de ces pressions dans la machine citée n* 26, pour une 
vitesse de A tours par seconde; d'un autre côté, substituant 

au poids 77^ de la bielle un poids de 125^, à cause du prolon- 

B' 
gement , et supposant =r-=0,6 , puis faisant B"=B pour satis- 

faire à l'équation t^^z^Of j'ai calculé do même la pression 
maximum exercée sur le bouton de la manivelle, avec la vi- 
tesse de h tours par seconde, et le résultat, comparé au précé- 
dent, s'est trouvé être une augmentation de pression tout à fait 
insigniBante. En sorte qu'il n'y aurait pas nécessité dans ce 
cas de renforcer le bouton de la manivelle, et que le travail du 
frottement sur ce bouton ne serait que faiblement augmenté. 
Après avoir examiné les principales conséquences de la con- 
dition it'„'=:20f je n'aurai que peu de mots à dire de celles qu'en- 
traînerait la condition ft=o. Les pressions sur les glissières et 
le bouton de la manivelle deviendraient énormes pour les 
grandes vitesses, et nécessiteraient un grand accroissement de 
la résistance des pièces, en produisant un travail de frottement 
considérable. Ces inconvénients, qui tiennent à la grandeur des 

8 
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massas, ne peuvent élre atténués que par une réductien de 
certaines parties des masses en mouvement. Ce serait le cas 
d'examiner s'il n'y aurait pas lieu de construire en acier le 
piston et ses accessoires, puis la partie de la bielle comprise 
entre le bouton de la manivelle et la tète du piston, le prolon- 
gement de la bielle pouvant être construit en fer. Tous les in- 
convénients inhérents à la difficulté d'annuler ft se trouveraient 
notablement réduits. 

Do l'ensemble de ce qui vient d'être exposé il résulte évi- 
demment que le prolongement de la bielle peut être avanta- 
geusement pratiqué jusqu'au point où l'équation fi^«=o (*) est 
satisfaite, et qu'il est nécessaire d'examiner jusqu'où ce proton*^ 
gement pourrait s*élendre utilement au-delà, dans le but de 
diminuer la valeur de' A;. L'expérience doit être consultée à cet 
égard. 

tQOATlONS DB TBàNSLATION XT DB ROTATlOIf, XN ATANT ÈfiABD ACX 
ÉQUATIONS DB CONDITION BBLA11VBS A LA DfttBIMINATION DKS 
G0NTBBP0I08. 

88. Nous avons trouvé, n"" 23, que, les équations {Ih) étant 
supposées satisfaites , les quatre angles «, ^\ Y et T^ acquièrent 

une valeur commune égale à 9-|-d^ — -, alors que les coeffi- 
cients C,C\ D, D\ se réduisent aux expressions (85). D'un 
autre côté, les équations (90), ou leurs équivalentes (98), qui 
sont relatives au mouvement degalop^ étant pareillement satis- 

(*) On pourrait encore se proposer d'annuler ipa dans le cas des maehineft 
è cylindres inlérienrs, où la Melle ne peut pas être prolongée» an moyen d^ono 
masse aédiUonnelle fliée k la bielle près do bonton de la manivelle, on mê* 
me ayant son centre de gravité en ce point; maisie n^aipas examiné Pin^ 
inence de cette masse relativement a a frottement qu'elle produirait sur le 
bouton. Si cette disposition était impraticable, et si, d'ailleurs, le mode 
d'appileatton des contrepoids qui résulte de notre tbéorie présentait des 
avantages marques dans la pratique , on serait conduit à préférer les machin 
■es à cylindres eitérieurs , qui se prêtent sans difficulté h des modificatioos^ 
flot, on moins considérabJes de lai forme de la bielle^ 
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faites, annulent la valeur de J, équations (54). Nous allons sub- 
stituer ces diverses valeurs dans les équations du n* 20, en rem- 
plaçant, pour plus dé simplicité, dans celles-ci, les termes du 2* 
ordre par leurs valeurs (59) (*), et négligeant les termes des 
ordres supérieurs. Le résultat de ces substitutions est : 

Équation [a;] , 

— 2*siDy8inô'6inraJ+ô + 6'— j) — 

m 

— aifesinç 8inô'cosr«+«-f-ô'— j^ ^ 

Équation [y] , 
G + G'-f.G"=o 

Équation [z] , 
.(H+H'+H")-(H.+H'.+H",)=— ^cos^'SM 

dfi 
-|-2*sinçCos6'cosra+fi-f-6'— jjjl^ 

Équation (z), 



-{-îAfsinycosô'sinf «+6+Ô' — -r) 



a. 

dfi 
d^ 
di' 



G{+GT+G"r— (F--F.)E==--2*6ino>sîn6'Acosr«+ô-|-6'--j)^ 

-f-SiksifirsinG^Asiora+d +6'— t) 

d^à 
-{-0,0&0à077.ikAcos98iD2a ---- 

da^ 
+0,080 8i64.ftAcos6cos 2a -^ 



(*) II De faut pu perdre de Tue que ces valenrs lODt calcalées pour les 

ri r 

machines dans lesqneUes on a ^ » -. Dans le cas où % en diOérereit nota- 

blement» il faudrait ealcnler les coelflcients des premiers termes des séries 
par les formules données dans la note du n« i3. 
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Équation (âp), 

— 2* sin y C09 ô' Acos U + ô + ©'— ^^ ~ 

4.2*8iB?COS6'AsÎBra+ô-f6'— j^^ 

+ OyOAO &077.ftA sine tin 2a -^ 

lia* 

-f-OyOSO 8156.HsiDdcos2a -^ 
Équation (y), 

+2*siû9.r^8in(^'+60— coa^'^j^lcosTa+e + ô*— j^^ 
^0,007 1978 ii'.sin^Sa+J^^ 

— 0,021 693A*«'.C08r3a+^^^ (*) 

Ces équations donnent les valeurs des inégalités qui SHbsisteiU 
dans les locomotives années de contrepoids calculés suivan 
les formules (76) et (93) en fonction de l'indéterminée 0\ Or» 
avons-nous dit^ la quantité $' doit être considérée comme af- 
fectée du signe di. Il est facile de voir actuellement le résultat; 
du changement de signe de cette indéterminée. En effet, les 
termes où entre 6' ont pour facteurs des fonctions de Tune ou 
de ^'aûtre forme 



^MMWMI^ 



C^) Ponr appliqoer ces équaUons aox machines équilibrées ea snivant le» 
règles de H. Lecbatelier , il fiiadrait y faire 6'bo ou «, et rétablir dans Té- 
quatioD (y) les termes 

qui sontdeYeBus nais avee notre sfstème deeontrepoids.Les yalears de 1 
et 9 sont données par les équations (&A). 
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h châùgemeût de é^ en ^ 6' a pour résoltat de chaûger le àlg&e 
dti factear siad', tandis que la valeur absolue du coefficient 
twie la même ; et de changer la valeur de a pour laquelle le 
terme correspondant acquiert une valeur donnée» Quant au 
terme en cos6% la valeur a qui répond à la valeur donnée est 
^eule modifiée. 

Il en résulte que deux systèmes de contrepoids calculés au 
moyen de valeurs égales et de signes contraires de Tindéter- 
minée 6^ peuvent être considérés comme présentant un même 
degré de stabilité» et que la différence de leur action ne se ma- 
nifeste que par la didèrence des positions des manivelles aux- 
quelles répondent les actions perturbatrices de même intensité. 
Ge ne serait donc que dans des considérations étrangères à celles 
que nous fournit l'examen des équations précédentes, que l'on 
pourrait puiser des motifs de préférence entré deux valeurs 
égales et de signes contraires de ^^ 

Les équations [œ]^ etc., se prêtent à quelques combinaisons 
intéressantes. 

Eliminons F-f-F, entre la première et là dernière, noos 

«luronsy à cause de •— = ^r -j- , dans Thypothèse où il n'y a pas 

ut si ut 

de glissement, 

+<--l-«¥)^; 

+2Asintr^8!n(j»4-eO— CDsô'jjlcosra+ô+ô'— j\ 
4-2*8inV8in6>R8in L+e+e'- ^ j ^ } (^7) 

4-2iksin7ôinô*Rcos («+^+^^—7)5^? 
-0,007 1978 «'.sin (3*+ jj^'* 



Uldt^ 



— 0,021 598ftw'^cosl3a-f Hjjr 



{ 






• * » '' ^. «/ 



/ 



— 110 — 

Les éqaaiiong [z] et (a;), en divisant la ^ par E, vont noui 
donner aisément les sommes séparées des réactions normales à. 
la voie^ qui se produisent sur les roues situées d'un côté et de 
l'autre du plan méridien. Posons, pour plus de commodité, 



E 

tang y = T î (98) 



Ton trouvera aisément 
H+H'+H''=^cos9'^ 



, . COSô' . / , ^ , ,, , 7r\rfa* f 

-^*''°*lï5^**°K^+^+""î)rfï2^ (99) 
— 0,020 2038* ;?î^sin2cc S 

-0,0604077*.^ ces 2«^' 



^Asinyî?ii'cosf«+ô4.6'-.-^ï]?2 
^sinu \ ^ ^ kjdi^ 

+*»'"^S7"»(-+^+''' — 1\% \m) 

+0,0«0 2038Aiîîîi-sin2« ^ 
' ' tangv dt^ 

+ 0,040 4077* iî5lco8 2a i^' 
' tangv dt^ 

/tf*\(i'>'' _^3-?f^^?^.^ vg^ ^^^ jrécédentes")cootiennent encore 

d'autres termes variables que les termes en k et u. 
; y r»- *^«' {.. Nous trouvons dans Téquation {x\ la force de traction Q et 

V " */ ' ^® *®™^ 3t ^**" ^^^ variations de ces termes ne peuvent dispa^ 

raîlre que par Temploi d'appareils de distribation de vapeur 
capables de maintenir la vitesse de rotation constante pour 
toute position de la manivelle. 
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La quautilé Q se trouve multipliée par q dans rëqualion (y)$ 
d'où il suit que , pour évitât l'effet de ses variations dans le 
mouvement de gtihpy il faudrait que la barre d'attelage^ dont q 
est l'ordonnée, fût placée à ta hauteur des essieux des roues 
motrices. 

L'équation (y) contient* encore deux termes variables, l'on 
en S, l'autre en S^ qui nous ont fourni déjà l'équation de con- 
dition (62) 

Ry— S=o. 

Pour l'interpréter , il suffit d'observer , en remontant aux 
équations (&9 bii)^ que les pièces tournantes dont les moments 
d'inertie entrent dans la valeur de S sont une faible partie de 
la nfbsse M/>des pièces fixes. Considérant l'ordonnée N/>du cen- 
tre de gravité de M/> comme inconnue^ l'équation précédente 
fournirait évidemment une valeur positive et très petite de N/. 
Il faudrait donc , pour annuler l'influence de la masse des piè^* 
ces fixes et des moments d'inertie des pièces tournantes, dans 
le mouvement de galop, que le centre de gravité des pièces 
fixes , ou le centre de gravité général , fût placé un peu au des'- 
BOUS du plan parallèle à la voie, qui passe par l'essieu moteur. 

On arrive à des conséquences très différentes en posant d'au<^ 
très conditions que permet d'établir l'équation (97). Cette 
dernière et les équations (99) et (100) sont les seules qui ren- 
ferment les forces H , sans contenir les forces F ou G. 

Les deux dernières équations ne renferment pas Q ; cette 
quantité se trouve seulement dans l'équation (97) affectée du fac^ 
teur f — R. Il s'ensuit que la condition relative à l'invariabilité 
des actions normales au plan de la voie qui peuvent provenir 
de la variation de l'effort de traction est 9=R$ ce qui signifie 
que la barre d'attelage devrait être attachée au niveau des 
rails. Enfin cette même équation donne, pour condition de 
l'invariabilité des mêmes actions provenant de la variation de 
la vitesse , cette autre équation 
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On en tire, en vertu des éqaatioos (A9 bii)^ et observant que 

i 

^211 est un peu plus grand que H/-» cette conséquence , que 

le centre de gravité des pièces fixes devrait être un peu au 
dessous du niveau des rails. 

Une pareille situation du centre de gravité est plus impossi- 
ble encore que la précédente, et Ton voit qu'il n'y a d'autre 
moyen d'éliminer Tinfluence de la hauteur du centre de gra- 
vité que de faire disparaître les variations de la vitesse. 

Les deux conditions que nous avons trouvées pour la hau- 
teur du point d'attache delà barre d'attelage ne sont pas plus 
concordantes. Cependant l'équation (97) peut nous offrir d'u- 
tiles renseignements. Au lieu de chercher à rendre les véac* 
tiens H indépendantes de la charge remorquée, il peut y avoir, 
au contraire , de l'intérêt à faire croître les pressions H avec la 
charge Q, afin que l'adhérence qui leur est proportionnelle 
croisse en même temps. 

L'abscisse l est nulle ailleurs que dans les machines du che<> 
min du Nord déjà citées. Laissons de cêté ces machines pour 
le moment. Le premier membre de (97) se réduit alors à deux 
termes. Dans le cas de machines accouplées dont les cylindres 
sont à l'arriére, les abscisses V et V étant positives , il est vi- 
sible que les pressions exercées sur les roues correspondantes 
croîtront avec la valeur algébrique du facteur q — R. 

Dans les machines où les roues motrices principales sont au 
milieu , l'une des abscises V et l" est négative, l'autre est po- 
sitive , et ces deux quantités sont à peu près égales d'ailleurs* 
Admettons, pour fixer les idées, que V se rapporte aux roues 
d'arrière et V^ aux roues d'avant , le premier membre de l'é* 
quation (97) sera à peu près proportionnel à l'excès des pres- 
sions des roues d'avant sur les pressions des roues d'arrière i 
cette différence diminue donc, ou^bien les roues d'avant sont 
soulagées relativement aux roues d'arrière, lorsque q diminue 
ou que l'on élève le point d'aitache. C'est, d'ailleurs, ce que 
l'on aperçoit aisément sans calcul. Pourtant il est bon de re- 
marquer que, la quantité q étant toujours plus petite que R et 
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produisant par cela même un accroissement de preftsion sur 
les roues d'arrière proportionnel à Q ou à la charge remor" 
quée, il paraîtrait à cet égard préférable, lorsque Ton ne reut 
accoupler que deux paires de roues, d'accoupler celles d'ar- 
rière plutôt que celles d'avant. 

* Dans ces divers cas , il est visible qu'on se réserverait un 
moyen d'augmenter l'adhérence dans des circonstances asset 
graves , comme celles où , fortuitement, un fort courant d'air 
opposé au sens du mouvement ou une grande humidité des 
rails empêcheraient un train d'avancer, en disposant le mode 
d'attelage de manière à faire varier à volonté la hauteur du 
point d'attache de la barre (*)• 

50. Enfin l'équation (97) peut servir à déterminer la posi'- 
lion du centre de gravité d'une locomotive équilibrée. En sup^ 
posant cette machine placée sur une bascule p on aura la me- 
sure des forces H; et l'équation (97), en y faisant Q etQ' nuls, 
ainsi que la pente g', puis la vitesse et sa premièi^ dérivée, 
donnera 

(H4.H0Z+(H'+H',X+(H^'+H'\)r'— ^OM+S^fcsln^sinô' ces Ta+H 6'— -\ 

Or il est évident que le deuxième membre de cette équation 
est égal au moment du poids total glVL de la locomotive au*^ 
tour de Taxe des y. La quantité T., dans laquelle on a fait 
g'=Of peut donc être considérée comme l'abscisse moyenne du 
centre de gravité de la locomotive t Tabscisse variable du cen-» 
tre de gravité s'obtiendrait donc en ajoutant à I, la quantité 

Jk 
2M 



sln^sinô'cosf a+^+^'"*t)> 



(*} !<f oas avons admit dans nos éqoaUons que la force Q était horizontale. 
Les conséquences que nous venons de présenter ne sont rigoureases que dans 
cette bypottièse : il serait donc convenable d'eiaminer les limites de l'obli- 
quité que l'on pourrait admettre sans inconvénients dans la praUque; mais 
cette diseussioa ne peut trouver plaee dans ce mémoire» 
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qui Aeràit nulle daod les machines éqoUibréeâ suivant les ré'* 
gles de M. Lechatelier, attenda qu'elles rentrent dans nos for-» 
mules (7/i) lorsqu'on y fait 9'=0k 

On parviendra à cette expression d'une autre manière , en 
observant que ^Ha a pour facteur 17 cos y' dans l'équation (SO) 
désignée depuis par (y) « et recherchant l'ensemble des ter- 
mes en g cos^'dans l'équation (y) du n<» SO ^ à l'aide des équa* 
tiens (/i9 Us) . 

Si l'on se propose de déterminer le mouvement du centre de 
gravité perpendiculairement au plan de la voie, on observera 

que son ordonnée est -^ïTi ^^1 d'après l'équation (20), qui est 

désignée plus loin par (y) , la quantité 2Mjt: est le facteur de 

( ^ — g%\tïg^\ dans ces équations. Il vient donc d'après les 

équations (y), n<* 20> et (49 bis) , 

5Mfjùî=+2tM^N/4.SM^N']— 2(M"a+A,*cosrt8ind 
— .C'cos(«-|-*'), 

ou, en vertu de (84) et (86)> 

iMz „M/N/-|-2M^N^ ^M"a+A,ikcos(p . ^ 



2* . 



tàm^^tm 



SM 



8inf>cos6' cos f a + e + ô' — j J. 



Les deux premiers termes du 2* membre de cette équation 

donnent l'ordonnée moyenne du centre de gravité , et le 3' est 

la valeur qu'il faut joindre à cette ordonnée moyenne pour 

avoir Tordonnée vraie de ce même point. En faisant G'=o, on 

aura pour amplitude de l'excursion du centre de gravité per-> 

pendiculairement au plan de la voie> dans les machines équili-* 

brées suivant les règles de M. Lechatelier, le double de la 

quantité 

ik . 
ig||Smf». 

Soient Zq^ôCq^ les coordonnées du centre de gravité rap-< 
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portées à des axes passant par sa position moyenne i on aura^ 
anz quantités près du &« ordre , 

jBTcsa — =7£îSinfcosô'co8(a+ô+6' — *) 

^c=+5rr} sinf 8in6'cos(a+Ô+6' — - j 
doù par division, 

équation qui est celle d'une ligne droite. 

On voit donc que , dans les machines équilibrées conformé** 
ment aux équations (76), le centre de gravité décrit, dans son 
mouvement relatif, une ligne droite qui fait avec l'axe des a un 

angle égal à^+^S mesuré dans le sens du mouvement de la 

manivelle motrice ; et que les systèmes de contrepoids carac-^ 
térisés par des valeurs égales et de signes contraires de G' don« 
nent lieu à deux trajectoires rectilignes du centre de gravité, qui 
sont symétriques par rapport à une droite parallèle à Taxe des 
È et passant par la position moyenne de ce centre de gravité» 
Les équations (101) montrent d'ailleurs que cette ligne se ré-» 
duirait à un point; et que, par suite, le centre de gravité n'au- 
rait aucun mouvement relatif, si la quantité k pouvait être 
rendue nulle. 

Notons que ces résultats, obtenus en négligeant les quanti«* 
tés du 4* ordre, deviendront rigoureux dans le cas où^ la 
somme des angles e et 6' serait égale à un multiple impair de 
l'angle droit ; la trajectoire du centre de gravité serait alors pa- 
rallèle aux axes des cylindres. Ce qui vient d'être dit précise 
nettement la signification mécanique de l'indéterminée 6'. 

51. Les équations (99) et (100), qui donnent les valeurs 
séparées des sommes des réactions normales pour les roues si- 
tuées d'un côté et de l'autre du plan méridien , seront utile* 
ment employées pour déterminer une limite inférieure des 
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réaclioùs ûorxnaVes H aatquelles une foud en particdliôr doit 
exposée dans une machine équilibrée. En effet, cette moindre 
valeur sera égale à la moyenne des valeurs maximum des trois ^ 
quantités H, W, Û'^, pour un côté, et H,, E\, W\, pour 
Vautre cété. Cette moyenne se composera, dans les deux cas^ 
du sixième de la composante normale du poids de la machine, 
augmenté, si l'on n'a égard qu'aux termes principaux^ de la 
quantité 

dans laquelle kious supposons k positif, d'après la construction 

actuelle des locomotives^ et le rapport -^ — également positif. 

(Cotte hypothèse est toujours possible, puisque, l'angle u n'étant 
donné que par sa tangente ^98) , on pourra le prendre tel que 
son sinus ait le signe de cos^^) 

Observons toutefois que ces valeurs maximum n'ont pas 
lieu simultanément : du cété des y positifs, le maximum a lieu 
pour la valeur de a , qui satisfait à la relation 

dù cAté des y négatifs le maximum a lieu lorsque Ton à 
On peut se proposer de rechercher quels sont les points des 



{*) Si Ton caleale la Tstoiir de cette eipreision an moyen des données dit 
n* S4, complétées par les suivantes r=0«,28, Bal»,375, A«'0»,944| 
Ëe=i0",75 , o^saO, et que Ton désigne par n le nombre de toors par seconde, 
on trouvera 

^ittinf -r— -r:a*a61,7.n«kll.j 

3 ^ 8inu dfl • ' 

ce qai donne 987 kil. poor 4 tours par seconde: ainsi, la moindre va-^ 
rialion de charge à laquelle Tune des roues se trouve exposée à chaque 
tour 8'élève à près de 1000 kilogrammes. Tel est 1^ résultat auquel conduit 
remploi des règles de H* Lechateller. 
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circonférences des roues en contact avec les rails anx instants 
où la somme des réactions normales est un maximum. Soient, 
pour le côté des y positifs, c? l'angle du rayon passant par le 
point de contact avec la maniTollo motrice , mesuré dans le 
sens de a; et pour le côté des y négatifs, -7^ l'angle correspon- 
dant au point de contact, mesuré à partir de la manivelle située 
de ce côté et dans le même sens que a. On aura, dans le pre^ 
mier cas, 



TT 



ce — O+C-P-j, 

et dans le second' 

a — 0-f-C?,=i:o. 

De ces équations, jointes aux précédentes, on tire 

II 

: (102) 

u 

(u étant pris de manière que son sinus ait le signe de cos6'). 

Il paraît assez admissible que dans les machines munies de 
contrepoids calculés pour faire disparaître les tendances au 
mouvement de galop, les points où se produiraient les pressions 
maximum seraient sensiblement placés de la même manière, 
par rapport aux manivelles, pour les trois roues situées d'un 
même côté. On peut présumer aussi que, dans les machines où 
la tendance au mouvement de galop n'est pas détruite par des 
contrepoids convenablement calculés, les roues du milieu doi^ 
vent à peu près échapper aux ettets de cette tendance. S'il en 
était réellement ainsi, l'application des équations (102) aux 
roues du milieu faciliterait l'étude de l'influence des réactions 
normales au plan do la voie relativement à l'usé local des ban- 
dages des roues motrices. En effet, lorsque les contrepoids sont 
calculés en attribuant à Q' la valeur zéro, il ne subsiste de 
tendances aux glissements dans le sens de la voie et dans le 
sens transversal que celles qui proviennent des variations de 
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vitesse , et d'autres qui sont représentées par des termes do 
deuxième ordre dans Téqualion (z) relative aa mouvement de 
ïaeei. Or la variation de vitesse provenant du mode de distri- 
bution de la vapeur est une quantité périodique : en un tour de 
roue elle présente deux maximum et deux minimum ; il en est 

de même des termes de deuxième ordre. Si donc Tusé local des 

• 

bandages pouvait être attribué à ces deux causes, il devrait se 
manifester par quatre plats sur la circonférence des roues mo- 
trices , qui se confondraient en deux si les maxima des deux 
actions que nous considérons coïncidaient : dans ce cas, les deux 
plats seraient situés aux extrémités d'un même diamètre et 
différeraient peu de profondeur , la matière de la roue étant 
d'ailleurs supposée homogène. Mais il parait que le plus sou- 
vent il ne se produit qu'un seul plat assez profond sur chaque 
roue. On est donc conduit à attribuer cette dégradation à d'au- 
tres causes que les variations de vitesse ou aux termes de 
deuxième ordre dans les machines dont il s'agit. 

Si, au contraire, on doit les attribuer aux variations des 
réactions normales H, la situation des plats ou flacbes devra 
coïncider à peu près avec les points des circonférences des 
roues motrices du milieu, que déterminent les valeurs de c et 
sr, (102) (*). Nous livrons cet aperçu à l'appréciation des ingé- 
nieurs de chemins de fer, et particulièrement des ingénieurs 
du chemin du Nord, qui ont entrepris de relever avec soin 

(*} Inapplication des formules (102) aux machioes équilibrées diaprés les 
règles de tf . Lechatelier eiige une précaution particulière. Nous avons dit 
que nos équations (74) coïncident avec les règles de M. Lediatelier dans le 
cas des cylindres borizontaui lorsqu'on y fait d' =» o on «. Mais comme cet in- 
génieur n^a point indiqué les règles à suivre dans le cas des cylindres incli- 
nés , il est possible que l^on ait déterminé les contrepoids dans tous les cas 
comme sMl s^aglssait de cylindres horizontaux. Dans cette hypothèse, il faudra 
faire O'»— 0ouir— 0,en choisissant celle de ces deux valeurs qui rend 
cosd' positif, afin que v paisse toujours être un angle aigu positif. En effet, 
les formules de BL Lechatelier reviennent à nos équations (74), dans les- 
quelles on supprimerait les termes en ii;'. Or cette suppression équivaut k 
9^6^=0 un r. Il faudrait donc alors remplacer les valeurs de 1» ef». par 
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les profils des roues de leurs locomotb es, lorsqu'elles rentreni 
dans les ateliers après un service prolongé* 

paOPOSITlON SUBSIDIÀIBS DEVANT SBaVlR ▲ BÉGLBB LA DISTBIBDTION 
DBS GONTBBPOIDS BT LB MODB D*ACG0UPL81IBNT DBS BOOBS MO- 
TBICB8 DANS LBS CAS INDÉTBBMINÉS. 

52. Les équations (93) , qui sont au nombre de deux seule* 
raent, contiennent encore les quatre inconnues fA^sini', 
pycose'j fi'y'^'ï^s"» ii!'p"eos6*'. Une considération fort im- 
portante dans la pratique nous fournira un moyen de lever 
rindétermination. — Les masses des contrepoids peuvent de^ 
venir assez considérables pour que l'on ait de la peine à les 
loger dans les intervalles compris entre les rayons des roues. 
Il convient donc de faire en sorte que la somme des masses soit 
aussi petite que possible. Pour ne pas accumuler les difficultés 
analytiques , nous substituerons à cette condition celle du mi- 
nimum de la somme des quantités np , ^y , etc. Les 2* et 
4* équations (88) vont nous faire connaître les circonstances 
favorables à ce résultat. En les ajoutant , et ayant égard aux 
équations (92), il vient 

f*/>cosî+fit|BjCOSf,+2XfAVcosf'= — f U+r- J +2*'cos0sin^(ô+6'), 

■ ^ ■ ■ ■ I IM . ■ I I . I ■ I I ■■ I II I . 

les snivantes, qof rappoient les cyliadra placés à Pavant, 

Dans les machines où les cylindres sont à Parrièré, à canse que $ est voisin 
de i80«, on aorait , en faisant Gf «ac — 9 , 



-««-„+î. 



On peut remarquer qae, 6' n^étant plus nul ou égal à c » les machines dont 11 
s^agit conserveoty à cause de rinclinaison des cylindres, des tendances aux 
mou? emenis de tangage et de iacet 
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oa, en verto de la S* équation (71), 

Le premier membre de cette équation est la somme des pro- 
duits de la forme fipcosc étendue à l'ensemble des contrepoids. 
Nous allons faire voir que la valeur de cette somme pourra 
généralement être considérée comme négative dans les ma- 
chines actuelles où k est toujours positif. 

Le second terme du 2« membre étant positif et le facteur 
Bin^[e+e')<\, il suffit d'établir que la fonction 

-("+T)+'-B('+r) 

peut être regardée comme généralement négative. 
D'une part les équations (59) et (A8) donnent 

D'un autre côté, on a par l'équation (49), 

'5 ('+r) =<""+""-) (> +t) -""r (' + t) ' 

il s'ensuit 

-(^+T)+*=iiO+T)=->''4(*+r)-2^»''''C'''(i+B-^'"*^ 

Il est clair que cette expression sera négative toutes les fois 
que les quantités sous le signe S devront être prises avec le si- 
gne -j-y c'est ce qui a lieu pour les machines à cylindres exté- 
rieurs, où les rayons G" sont toujours de même sens que les 
manivelles principales, et que l'on accouple plus particulière- 
ment. Dans les machines k cylindres intérieurs, les manivelles 
et bielles d'^accouplement sont disposées de manière que les 
rayons des cercles décrits par leurs centres de gravité soient 
de sens opposés aux rayons des manivelles motrices ; il en ré- 
sulte des termes négatifs sous le signe £ , ou positifs dans l'ex- 
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preesioa (10&); en sorte que Ton ne peut prévoir à priori si 
cette expression restera négative. Mais en observant que le 
terme relatif à la manivelle principale détruira, sous le signe I, 
une certaine partie des termes négatifs^ et comparant les ter- 
mes restants à la quantité 



-«■'K'+O' 



il nous parait hors de doute que Texpression (lOù) ne reste 
négative. Au surplus , nous pourrions subordonner nos déduc- 
tions à la vérification à poêteriori du signe négatif de la somme 
des quantités ppcosi. Nous admettrons donc que, dans tous les 
cas possibles, cette somme, étendue à l'ensemble des contre- 
poids, est une quantité constamment négative. 

Voici maintenant la conséquence à tirer de ce résultat : la 
somme des produits de la forme {a/bcosi étant égale à une quan- 
tité négative donnée , tandis que les facteurs itp,.,. sont essen- 
tiellement positifs , il suit que , pour rendre un minimum la 
somme des quantités ftp , il faut faire en sorte , autant que pos- 
sible , que tous les cosinus des angles i soient négatifs et peu 
différents de la limite — i ; puis, dans le cas où quelques uns 
des termes fi/9C0s i se trouveraient être inévitablement positifs, 
chercher à les rendre aussi petits que possible. 

Le raisonnement qui précède ne pourrait pas être appliqué à 
la somme des quantités pipsim , attendu que, d*après la l'« et 
la 3« équation (88) , cette somme est égale à un produit dont 
Tun des facteurs sin2(9-}*G') est de signe indéterminé. 

A Taide de la proposition que nous venons d'établir, il nous 
sera facile de discuter les circonstances que présenta l'applica- 
tion des contrepoids aux machines locomotives; mais, pour 
faciliter cette discussion et les applications que l'on pourra se 
proposer de faire dans la suite, il nous parait indispensable de 
résumer les notations que nous avons employées dans la théo- 
rie des contrepoids et les diverses équations qui ressortent fina- 
ment de cette théorie. 

9 
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RÉSUMÉ 

DBS 

FORMULES GÉNÉRALES 

RBLATITBS A I.^BTABLI55BMBKT DBS CONTBBPOIDf . 

Notations. 

53. Sens des abscisses positives , et origine des coordonnées. — 
Pour fixer les idées , concevons que la locomotive s'avance 
dans un sens déterminé , mais cependant entièrement arbi- 
traire. Les abscisses positives seront comptées dans le sens 
du monvement de translation et à partir du milieu de la 
droite qui joint les centres des cercles décrits par les extré- 
mités des bielles motrices. Dans toutes les machines , excepté 
celles employées au chemin du Nord , dont il a été question 
plusieurs fois, cette origine des coordonnées coïncidera avee 
le milieu de Taxe de l'essieu moteur principal. 

Sens de Vinelinaison des axes des cylindres, — L'inclinaison est 
l'angle formé par l'axe des abscisses avec l'axe du piston^ 
mesuré dans le sens des abscisses positives aux abscisses né- 
gatives, en passant par le zénith ; en sorte que cetta incli- 
naison sera de 180* pour les cylindres horizontaux placés à 
l'arrière [voir fig. (i) et (S)]. 
Q désigne l'inclinaison ainsi définie. 

Mùnivelte principale. 
r rayon de la manivelle principale. 

BUlle. 
M' masse de la bielle ; 
B longueur de la bielle ou distance des axes du bouton de la 

manivelle et de la tête du piston ; 
W distance du centre de gravité de la bielle à l'axe com- 
mun de la téie du piston et de la bielle , comptée de cet 
axe vers le bouton de la manivelle } 
W^ distance du centre de percussion relatif à l'axe commun 
de la tête du piston et de la bielle , ou longueur du pendule 
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simple qai aceomplit ses très petites osciUaiions autour de 

cet axe dans le même temps que la bielle ; 
T durée des petites oscillations de la bielle autour de Taxe 

de la tête du piston. 
Piston. 
W masse du piston ; 
A distance de Taxe du piston au plan méridien , ou demi- 

écartement des axes des cylindres. 
Manivelles n principale ou d'accouplement; boutons de manivelk; 
bieUes d^aecoupUment. — Ces pièces sont supposées symétrie 
ques par rapport au plan parallèle au plan méridien qui passe 
par leur centre de gravité ; s'il en était autrement, il fau- 
drait les décomposer en parties distinctes qui satisfassent à 
cette condition : 
M^'^ masse de Tune quelconque de ces pièces ou parties 

dbtinctes d'une même pièce ; 
C"^ rayon du cercle décrit par son centre de gravité ; 
U" abscisse du centre de ce cercle ; 
A''' distance du centre de gravité au plan méridien. 
Contrepoids des roues motrices principales. 

Notations communes aux deux roues : 
fi masse d'un contrepoids ; 
{ abscisse de l'axe de l'essieu moteur principal, quantité qui 

sera nulle dans toutes les machines, excepté celles du che- 
min du Nord rappelées plus haut; 
y. distance du plan du centre de gravité des contrepoids au 

plan méridien y valeur compaune aux contrepoids portés 

sur toutes les roues. 
Notations particulières : 
i"*. Contrepoids de la roue située du cêté de la maniv elleui 
est le moins avancée dans le sens du mouvement de rotation ; 
p distance du centre de gravité du contrepoids à l'axe de 

l'essieu 3 
I angle du rayon qui aboutit à ce centre de gravité , avec le 

rayon de la manivelle principale située du- même côté. 
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mesuré dans le sens da mouyemeni de rotallon ; 
2*. Contrepoids de la rone siloée du cdté de la manivelle qui 
est le plas avancée dans le sens da moavement de rotation ; 
p, rayon aboutissant au centre de gravité du contrepoids^ 
c^ angle de ce rayon avec la manivelle située du même côté. 
Cantrepoidê ie$ rauei portées par Vun de$ deux outrée es$i$ux. 
Notatickos communes aux deux contrepoids : 
II' masse du contrepoids ; 
y rayon j 

c' angle de p' avec la manivelle située du même cété ) 
V abscisse de Tessieu. 
Contrepoidi de Vautre paire de rouée. — Mêmes notations que 

les précédentes^ avec deux accents au lieu d'un seul. 
Indéterminée 9'. 
Q,' angle qui jouit de la propriété de faire disparaître les ten« 
dances aux mouvements de tangage et de /o^al, lorsqu'on 
lui donne la valeur o ou dzir , et de détruire les tendances 
aux oiciUationM normaUê au plan de la voie et au mouve- 
ment de rouliê quand on le fait égal ^ ± ^- 

En négligeant les termes du ^* ordre, on trouve que le mou- 
vement relatif du centre de gravité d'une locomotive munie do 
contrepoids calculés suivant nos formules est rectiligne. L'an* 
gle 6' se trouve être Tangle que fait la trajectoire rectiligne 
de ce centre de gravité avec le cOté inférieur de la perpendi- 
culaire au plan de la voie, mesuré de ce côté vers Tarriére. 

Deux systèmes de contrepoids calculés avec des valeurs éga- 
les et de signes contraires de G' présentent le même degré de 
stabilité ; il n'y a de différence entre eux que les positions du 
système pour lesquelles des actions pertubatrices de même in- 
tensité se développent. 

A défaut d expériences qui fixent la valeur la plus convena- 
ble de cette indéterminée dans chaque cas donné, il paraîtrait 
préférable de lui attribuer une valeurentredi30*et dz/i5*, plu- 
tôt que de la prendre égale à zéro. Cet angle serait indifférent 
si l'on pouvait rendre nulle la quantité k ci-dessous. 
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l^ûkun ûuû6iliair$i. 
fr rapport de la circonférence an diamètre, da 180 degrés 

sexagésimaux sous les signes sin et ces } 
g accélération produite par la pesanteur par unité de temps; 

Tangle f doit être pris entre zéro et -|-^» c'est Tangle aigu de 

la bielle et de Taxe du piston , pour un angle de la manivelle 

avec cet axe, égal h ^o^ ^ r> dans le cas de e=-,on a 

ah DO 

»=8*7'48'», logsinf =9,160615. 

l'ambiguïté de Tangle e est indifférente. 

*=M'(B— B')+Jr'B, (c) 



8in(e+|) 



(^ 



Dans ces deux formules et Tune des suivantes » les sommes S 
s'étendent à toutes les masses M"^ situées d'un cdté seulement 
du plan méridien, et les signes -|- ou — doivent être employés 
suivant que le rayon G" est de même sens que le rayon r dé 
la manivelle située du même cOké, ou de sens opposé. 



B'^ 



=•©'■ 



B' B f (^) 

B cosf ^ ' 

La quantité — s^ peut être remplacée par sa valeur très ap-* 

1 r 1 B 

prochée --;;= jdans lecas où 5=rf on a— 2- =1,005 077. 
Kcoff B 5' 00S7 ' 



(*) 
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Formules généralei. 
Les formules guimeintes, qai sont relatives au niou?eineiit 
de galop , suffiront au calcul des contrepoids de masses / dans 
le cas de quatre roues couplées seulement; autrement il faudra 
joindre deux relations arbitraires k ces équations : 

/p'(r— j) sinf/ ^itffpff(yr_j;^ sîne" =z «'.slQô +l'k^ 8in(ô + 0') co8(0 + e') 

j*y(P_r)co8f'+ft'V"('"— Ocosc''=0'.cosô — ^j'^+i^U— *gsin»(ô+e')) 

Nous avons dit que le plus généralement { sera nul , ce qui 
apportera des simplifications. 

Les éléments des deux contrepoids des roues motrices prin- 
cipales s*obtiendront ensuite par les formules 

^p8ine=— (//sinî' + f*Y'sinc'0--*(D— y)— *'8în(0+6O<»s(d 

ftpco8c=— 0*ycosf'+fiV'<»«O--|(u+y)+*'8in(ô+e08^^ 

PP.sînf,==--(^ysins'+fxY'8»n«'0+^fu— ^)— A'sInCe+ôOcosCô+ô^ 

1/ V\ '^^ 

fip,cosi,==--(/xycose'+fAV'coBf'0--^(U+T-J+A'8in(6+ô08in(ô+6'— e) 



et les calculs pourront être vérifiés par les relations 

pp 8ins-f-fAPi8inri= — *'8in2(0-f-O cûs© — 2(fA',o'8ini'-j"f*'y 8Îni'0 
fjLpcosg — fiip^cosr,= — ^'8in2(ô+6') sine. 

Disons un mot de la résolution des équations (h), (t)» ()). Si 
le nombre des roues accouplées était de quatre seulement, l'une 
des quantités /' ou ^t' serait nulle, et en divisant les équations 
(h) par V — { ou V — {, les premiers membres prendraient la for- 
me de ceux des équations (i) ou (j). Dans le tas où les six roues 
seront accouplées, on pourra toujours en pratique disposer 
de deux relations arbitraires pour ramener les premiers mem- 
bres des équations {h) h cette forme. La résolution des équa- 
tions (i) s'effectuera on divisant la première par la seconde, ce 
qui donnera la valeur de tangt-, d'où Taugle t lui-même, avec 
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une ambigQÎté que Ton fera disparaître par la considération 
que, fi/> étant essentiellement positif, e devra être pris de ma- 
nière que son sinus et son cosinus aient respectivement les si- 
gnes des seconds membres des équations (î). L'une ou l'autre 
de ces équations donnera ensuite ^ip en divisant par sin c ou 
€08 s. Les équations (/) feront connaître de même t, et /&/>,. Quant 
«ux valeurs séparées de fi, p et f^^ elles se déduiront de ta consi* 
dération de Tespace disponible entre les rayons des roues ; tou- 
tefois, en ce qui concerne les roues motrices principales , il ne 
«uffiira pas que les produits fxo et np^ satisfassent aux équations 
précédentes, il faudra encore disposer des distances p et p^ de 
manière que les valeurs de fx soient égales (*;. 

Enfin, nous ferons remarquer que, B'^ tenant Heu du moment 
d mertie de la bielle i, les équations précédentes sont bomogè'^ 
nés par rapport anx masses , et que dès lors on y peat rempla- 
cer les masses par les poids ; on peut également y remplacer les 
distances A, A"' et >, au plan méridien^ par le double de ces quan« 
tités ou les distances qui séparent les plans qui contiennent les 
centres de gravité des organes correspondants dans les deux 
machines dont se compose la locomotivci. 

- 

(*) Si l'on ne suppose pas les masses /i des contrepoids appartenant à an 
taième essiea assajetties à être égales, Pane étant fi, l'autre yu,, on trouve 
que imy' étendu à toutes les niasses de la tocomoUve n^est plus nul ; et le 
deuiième membre de FéquaUon (18) devrait alors être augmenté de 

[ gsiny' ^y-] zmy', ou, en ayant égard aux notaUonsdu tableau du n» 15, de 

gsSuff — -2 ] U^io^i)^ > quanUté variable avec -^ , mais très petite. 
Le deuxième terme de Téquation (19) devrait , par la même raison , être 
augmenté de —geonçf (/>«— /«,)> , quantité constante. 

Donc, en négligeant les variations de -^(ycc— Mt)^ dans le mouvement de 
Xaeeif et se rappelant que m^i entre dans toutes nos équations comme une 
quantité unique, on pourra écrire /ut,/9, à la place de /k/»., et disposer arbitrai- 
rement du rapport de /« et de /x, pour faciliter rapplicaUon des contrepoids. 

Si ft et /te, sont Inégaux , le mouvement du centre de gravité général, au 
lieu de se faire dans le plan méridien , aura lieu dans un plan parallèle à ce- 
lui-ci et sera le même du reste. 



- 128 — 

DÉTBEIIIIIATION DBS GOMTKBPOIDfl DANS LIS DIFFAEBNTS StOkmÉÊ 

DB MACHINB8 L0C0M0TITE8. 

54. Nous laisserons de côté dans ces applications les machines 
dachemin de fer du Nord, où l est difiérent de zéro. Pour les 
autres machines, les termes en I disparaîtront des seconds mem« 
bres des équations (A) , et les abscisses seront comptées de l'axe 
de l'essieu moteur principal. A l'aide des données particulières 
k chaque machine, ou pourra dans tous les cas effectuer le cal* 
cul des quantités auxiliairei dun* précédent à l'aide des mêmes 
équations (a), 16)..., (/*), (y). 

La résolution des équations (A) fera le principal objet de la 
discussion. L'emploi des équations (t) et (/) nécessitera l'adop* 
tion d'une valeur de l'indéterminé G' } or, avons-nous dit, l'ex* 
périence seule peut prononcer à l'égard du choix de cette quan- 
tité. Cependant, lorsqu'on entreprendra d'expérimenter» il sera 
nécessaire de faire l'application de nos formules : nous procé- 
derons donc comme si 6' était une quantité donnée. 

Machines à six roues aecouplées. 

Machinée dont les cylindrée iont à l'arrière» La quantité 
tv. est généralement négative avec la forme que l'on donne ac- 
tuellement aux bielles des machines locomotives , et la valeur 
absolue de cette fonction est d'autant plus petite [2* équation 
if)] que la masse de la bielle est plus accumulée autour du bou- 
ton de la manivelle. D'après nos conventions relatives k Tin-' 
clinaisoo, est peu différent de 180*, ce qui rend cosd négatif, 
et par suite positif le produit nfjcosBj avec la forme ordinaire 
des bielles. Les machines dont il s'agit étant à cylindres exté* 
rieurs , les rayons C sont de même sens que le rayon de la 
manivelle principale; les abscisses W sont d'ailleurs toutes po- 
sitives : il s'ensuit que la fonction m», est nécessairement positive. 
Le signe de la quantité ff^.cosG-^K'. ne saurait doue être géné- 
ralement prévu que dans le cas où la forme de la bielle satisfe- 
rait k la condition h^,=:o. 
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Il 86 présente un cas remarquable , c'est celui oii les cylia* 
dres étaal horizontaux , on pourra disposer des masses des ma« 
niyelleset des bielles d'accouplement de manière que l'on ait 
K^^s— ^,. Dans ce cas, on aura la faculté de ne point appliquer 
de contrepoids aux quatre roues de devant, car, tétant nul, les 
équations (h) seront satisfaites en y faisant fA'=o, /'=:o. On y 
pourrait satisfaire d'autres manières; mais le 2* membre de la 
2* équation {h) élant nul, et les facteurs de ciose' et cosc'^ étant 
positifs dans les premiers membres , il faudrait que l'un de ces 
cosinus fût positif, ce qui est défavorable à la réduction de la 
somme des quantités p/s, d'après notre énoncé du n* 32. 

!• Soit wfiosO — «'i>o. 

On pourrait joindre aux deux équations (A) des conditions 
telles que celles-ci s 

// sin e' =fAV' ^^^ «"i f*V' ^^ «'=fi"p'' co»«" 9 (* 05) 

et les équations (Ji) deviendraient 

(r +i")fty sin«'=i:M'„sinô , 
{V -j- F) f*y coss' = w.cos $ — fVi» 

Les contrepoids des U roues autres que les roues motrices prin- 
cipales seraient identiques. Les abscisses P et P étant positives» 
ainsi que le 2* membre de la 2* équation, il s'ensuit que cos c' 
sera positif, circonstance défavorable h la diminution de la 
somme des quantités yip. L'angle $ étant voisin de deux droits, 
sin s' sera très petit, et cosc' voisin de l'unité : d'où il suit que 
la somme des quatre quantités /i'p^ serait sensiblement égale à 

^q-^ («'.coso— «'J. 

Mais on réduira la somme des masses des contrepoids si Ton 
supprime ceux des roues du milieu, se bornant à en adapter 
aux roues de devant et d'arrière. Supposons que V% /y et e'^ 
se rapportent aux roues d'avant; en faisant fA^=o il viendra t 
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r/y8în8"=ff,8in0, 

r^pi'ycO8e"=*J',COS0 - ^,. 



j(107) 
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et la somme des deux quantités /y sera sensiblement 

quantité moindre que la précédente à cause de r<r'. 

Il conviendra donc dans ce cas de ne point adapter de con* 
trepoids aux roues da milieu , et de calculer ceux des roues 
d'avant par les formules (107). 

Les contrepoids des roues d'arrière se calculeront ensuite par 
les formules (i*) et (j) en y faisant fA'=:o. 

a» Soit ^f^cos «- «^j < 0. 

(Cette circonstance aurait lieu nécessairement si Ton prolou'' 
geait la bielle de manière à avoir ff^^^o.) 

Le 2« membre de la 2* équation (A) étant négatif, les deux 
cosinus pourront être négatifs ; et , si Ton veut profiter de 
cette circonstance pour diminuer la masse des contrepoids des 
roues d'arrière, il y aura avantage à conserver des contrepoids 
aux roues du milieu, et simplicitéàemployer les équations (105) 
et (106). Les contrepoids des roues d'arrière dépendront des 
équations (i) et (j) , dans lesquelles on remplacera 

/ / sin ri ff rt sin „ e^ t r sin # 

«^Vcos'+f^^cos* P^' 2^Veos*- 

3» Soit fï^^cos e — fi', = 0. 

En faisant les deux hypothèses qui conduisent aux équations 
(106) et (107) , on voit que les angles e' et e'' seraient égaux à 

— z^^^ que les contrepoids ainsi déterminés n'auraient aucune 

influence sur la somme des quantités fii/>cos( étendue à l'ensem-" 
ble des contrepoids j or il y a de l'avantage à réduire la somme 
fA^^'-f-fA'y. On y parviendra en supprimant les contrepoids 
des roues du milieu et faisant usage des équations (107), puis 
achevant le calcul au moyen des équations (î) et (j), privées de 
leurs termes en fi', 

Roueê motrieeê princtpàUs au milieu, cylindres à VavanL — Dans 
Tétat actuel des choses ^v, est négatif; mais ici cosO est positif^ 
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ce qui rend négatif le terme m^oCosO. Quant à m»,, les abiscisset 
U^' relatives aux bielles d'açcooplemeut f étant de signes con-< 
trairas si l'on a affaire à deux bielles distinctes y donneront lien 
à des termes qui se détroiront h peu près, et à un résultat voi-< 
sin d'être nul s'il n'existe qu'une seule bielle équivalente; les 
termes relatifs aux manivelles donneront des résultats varia- 
bles, suivant que les machines seront à cylindres intérieurs ou 
extérieurs, en sorte qu'on ne saurait fixer généralement le signe 
de ^oCosG — ff,. 
!• Soit ^ocos ô — «>, > 0. 

Les dbscisses ¥ eil" étant de signes contraires , et pfèsqoe» 
égales d'aîllearB, il est visible qu'il sera avantageux de suppri- 
mer les contrepoids des roues d'avant. En convenant que {^^ f^S 
p' et e', se rapportent aux roues d'arrière, il est évident que cos tf 
deviendra négatif , résultat important h obtenir. On aura donc 
pour 'èakuler ces quantités : 

UyJp' sia s' = fip0 Sio 9 y 

l'in'p'caêi'sziç^eosB — »»jj 

et les contre-poids du milieu se tireront des équations {i) et (;), 
dans lesquelles on fera fx'^rzo. 

2* Soi t wjnos 9 — «»» < o . 

On sera conduit dans ce cas h supprimer les contrepoids des 
roues d'arrière, et l'on se servira des équations (107) pour cal- 
culer les éléments des contrepoids des roues d'avant. Les équa- 
tions (i) et (j)f en y faisant p^=o, feront connaître les contre- 
poids des roues motrices pripcipales. 

3* Soit HT^cosG — Wj =0. 

Bans eetle drcoostance on peut à volonté choisir l'une ou 
i^àtlre des deux solutions précédentes, ce qui est évident ; les 
contre poids de masses fi ou /^ seront d'ailleurs très foibles , à 
cause que sine est une faible fraction. 



} (108) . 
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ttachines à quatre roues aceoupléest 

8tt. Roues motrices principales à Varrière. -^ Il est clair qull 
he peut être question que de l'accouplement avec les roues du 
milieu. Les quantités V, ^'ip\ «'^ se rapportant à ces roueS) les 
équations (A) deviendront 

^/p'sin (' = f f^^sin 9 , 

r^y C08 1' = f^'.COS — «'i. 

et l*on en tirera e' et fi^/)'. Ce mode d'accouplement ne sera 
^ avantageux, au point de vue de la réduction des masses des 
contrepoidSi que si la fonction wfiOêB — fp^ se trouve être né^ 
gative; dans le cas contraire on serait obligé d'admettre une 
valeur positive de cosc% ce qui nécessiterait un accroissement 
des masses des contrepoids des roues motrices principales* 
Quoi qu'il en arrive^ les équations (i) et (j), en y faisant fA"=:0| 
serviront à déterminer ces derniers. 

Roues motrices principales au milieu. — Les abscisses V et V 
sont de signes contraires : nous emploierons les accents ' pour 
les roues d'arrière, et les accents'^ pour les roues d'avant. 

!• Accouplement à t arrière. --» On fera usage des formules 
(108) i et Ton observera que cose' ne sera négaiif qu'autant que 
l'on aura f^.cosG — »^i> o ; dans le cas contraire ce mode d*ac-» 
couplement serait désavantageux. 

2* accouplement à Vavant. — On se servira des formules (107)^ 
qui ne donneront cose'^ négatif^ que si Ton a çvjcos B — '^^ < o. 

Il s'ensuit qu'en l'absence de motifs étrangers qui con^ 
doisent à préférer l'un des deux modes d'accouplement à 
l'autroi il faudrait accoupler les roues à l'arrière ou à l'avant, 
suivant que la fonction correspondante «f^cosO— f<^, est positive 
ou négative (*). 
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(*) Je profiterai de la circonstance pour Justifier une assertion que f ai 
émise detant la Société des ingénieurs civils. C'est que, si Ton ne se préoccupe 
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Les équations (î) et (J), en y supprimant les termes affectés 
de f&'' dans le premier cas, et de p' dans le second, feront con* 
naftre les éléments des contrepoids des roues motrices prin- 
cipales. 

Machines à roues Indépendantes. 

36. Dans ces machines, le seul terme que contienne la 
somme ZdiM^''C'''U" est relatif à la manivelle principale; 
mais ce terme est nul, attendu que Tabsclsse correspondante L"' 
est égale à zéro : on a donc w^^^^o. Les masses [t! et p'' étant 
nulles aussi, les équations (h) n'admettent d*autre solution que 

«^.=0, (110) 

laquelle se réduit en vertu de la 2* équation [f) à 

B" = B. (111) 

Nous avons déjà dit que cette condition ne peut être avanta- 
geusement remplie que par un prolongement de la bielle dif- 
férent de celui qu'exigerait la condition it=o, relative à la des- 
truction simultanée des tendances aux mouvements de tangage^ 
laeet, oicillationi normalei et mouvement de roulii. Il faut donc 
renoncer, dans les machines à roues indépendantes, à détruire 
les tendances au mouvement de galop^ si Ton ne consent pas à 
prolonger la bielle de manière à satisfaire à l'équation (111), 
et, dans tous les cas, renoncer à faire disparaître simultané- 
ment les tendances aux divers mouvements qu'on peut redouter 
dans une machine locomotive. La facilité qu'offrentles machines 



que du monvement de galop, et que Ton sappose Pa^ f, et la varitUon 
de M», à peu près insignifiante par rapport à wocosd lorsque l'on passe de l'on 
des modes d'accouplement à Pantre , il est indifférent d*accoapler à Pavant 
ou à Parrière; mais que, dans cette inversion, les contrepoids des roues ei* 
trêmes doivent être disposés en sens contraires. Cela résulte en effet de la 
comparaison des équalioas (i07) et 106), où, les seconds membres restant les 
mêmes, les coefficients W et V des premiers deviennent égaux et de signes 
contraires et conduisent nécessairement aut relations if'— <'»:(:«, /i»f^^fiffi' 
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à cylindres exiériearB de prolonger la bielle ne serait-elle pas 
une raison de les préférer aux machines à cylindres intérieurs ? 
Le calcul des contrepoids s'effectuera au moyen des équa- 
tions (%) et (j)9 privées des termes qui ont pour facteurs les 
masses ja' et fx"* 

Machines employées aa chemin da If ord. 

57. Noos vouîons parler des machines qui présentent cela 
de particulier, que le centre du cercle décrit par Textrémité de 
la bielle ne se trouve pas sur Taxe des roues motrices princi- 
pales. . 

On appliquera à ces machines te mode de discussion dont 
nous avons fait usage dans lesn^* 3& et 35 ; seulement, l n'étant 
pas nul, on pourra considérer comme essieu moteur principal 
celui qui est le plus voisin de la droite qui joint les centres des 
cercles décrits par les extrémités des bielles, et prendre l pour 
l'abscisse de cet essieu. Il faudra donc, dans la discussion et les 
applications, conserver les derniers termes des seconds mem- 
bres .des équations {h). À cela près, le calcul des contrepoids 
s'effectuera, pour ces machines, de la même manière que pour 
les machines étudiées plus haut qui présentent le même mode 
d'accouplement. 

BASES d'un projet RATIONNEL d'eXPÉRIENCES A ENTREPRENDRE POUR 
RÉSOUDRE LES QUESTIONS ACTUELLEMENT INACCESSIBLES A L* ANA- 
LYSE MATHÉMATIQUE DANS LA THÉORIE DE LA STABILITÉ DBS 
MACHINES LOCOMOTIVES EN MOUVEMENT. 

38. Les expériences que nous proposerons aux ingénieurs 
ont leur point de départ dans la théorie exposée dans ce mé- 
moire* Il se pourrait cependant que Ton trouvât utile de véri- 
fier expérimentalement l'exactitude de la théorie elle-même. 
Nous commencerons donc par dire quelques mots des procédés 
à employer pour effectuer cette vérification. Une opinion très 
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généralement répanduo consiste en ce que les résultats obtenus 
au moyen d'expériences faites en petit ne prouvent rien iors- 
qu il 8*agit des applications en grand. La question qui nous 
occupe offre un exemple où^ au contraire, une expérience en 
petit peut être rendue plus démonstrative qu'une expérience 
en grand. Les expériences faites jusqu'ici sur la stabilité des 
locomotives ont consisté à suspendre une telle machine munie 
successivement de divers systèmes de contrepoids et à mettre 
en mouvement l'appareil moteur; puis on constatait plus ou 
moins imparfaitement les oscillations du bâtis de la machine. 
Or il est clair que les effets provenant du mouvement de l'ap- 
pareil moteur devaient être d'autant moins sensibles que la 
masse entière de la locomotive était plus considérable par rap- 
port aux masses des pièces mobiles, et que ces effets se seraient 
trouvés considérablement augmentés s'il avait été possible de 
réduire la masse des pièces fixes au seul bâtis de la locomotive. 
Ce mode d'expérimenter^ impraticable avec une locomotive, 
peut au contraire s'appliquer avec la plus grande facilité à un 
petit modèle. Imaginons un châssis très léger et aussi très résts* 
tant, sur lequel on établirait trois paires de roues pouvant être 
accoupléesde diverses manières, et deux systèmes de manivelles, 
bielles et piston, dont les masses seraient considérables par rap* 
port à celles du châssis et des roues. Quant à la mise en mou* 
vement de ces pièces, elle derait obtenue, soit au moyen de la 
vapeur, soit plus simplement à l'aide d'un mouvement d'hor- 
logerie communiquant directement avec l'axe de l'essieu moi- 
teur principal. Cet appareil serait suspendu à des lames élas* 
tiques, dont les flexions mesureraient les exeursions verticales 
des points de suspension. Des indicateurs, ou tout autre mode 
d'observation, donneraient la mesure des excursions du bâtis, 
tant dans le sens longitudinal que dans le sens latéral. Les pre- 
mières expériences auraient pour objet de constater les divers 
mouvements du bâtisi lorsque les roues motrices non munies 
de contrepoids seraient animées de vitesses moyennes de rota* 
tion déterminées. Voici ensuite les vérifications de la théorie 
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que Ton pourrait 6e proposer à l'aide de cet appareil : i* on 
appliquerait aux roues autres que les roues motrices principales 
des contrepoids calculés à Taide des formules {h) n* 33, et Ton 
constaterait que le mouvement de galop a disparu } 2* on arme- 
rait en outre les roues motrices principales de contrepoids cal- 
culés d*aprè8 les formules (t) et (J) en y faisant 6'=o, et Tex- 
périence montrerait que les mouvements de tangage et de lacet 
sont supprimés, tandis que les oseillationa verîieaks et le mou- 
vement de roulis subsistent; 3^ ces derniers contrepoids seraient 
remplacés par d'autres calculés suivant les mêmes formules, 

mais en y faisant G'=di - , et Ton trouverait que les oscillations 

verticaleâ et le mouvement de roulis ont cessé de se produire, 
tandis que le tangage et le mouvement de lacet se sont mani- 
festés de nouveau ; Zi* on pourrait comparer les effets de deux 
systèmes de contrepoids des roues motrices principales calculés 
avec des valeurs égales et de signes contraires de d', mais diffé- 
rentes de zéro ou --, et s'assurer que^ pour des vitesses égales, 

les mouvements qui subsistent acquièrent des amplitudes égales 
respectivement; 5* enfin, l'appareil étant supposé avoir au 
moins quatre roues accouplées, il y aurait à changer la bielle 
en y substituant une bielle prolongée du cété du bouton de la 
manivelle, et munie, de ce côté , d'un contrepoids capable de 
faire équilibre au poids de la bielle et du pbton autour du bouton 
de la manivelle; en d'autres termes, la bielle devrait être dis- 
posée de manière à satisfaire à la condition kzzio ou ft'rzo, la 
valeur de ft étant donnée par l'équation (e) n» 33. Dans cette 
circonstance, tous les contrepoids seraient changés et calculés 
d'après les équations (A), (i) et (/)• L'expérience montrerait 
alors que tous les mouvements ont sensiblement disparu ; il ne 
devrait subsister que ceux qui répondent aux termes du 2'ordre 
et des ordres supérieurs, que nous avons négligés, et aux ter- 
mes dépendants des variations de vitesse, dont nous n'avons 
pu réduire les coefficients à zéro. (Voir équations du n« 28.) 
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t)an8 cette (lernière expérience , il serait nécessaire d^em- 
ployor un ressort moteur plus fort , ou une plus haute pression 
si l'on employait la Tapeur, pour vaincre les frottements qui se 
développeraient ^ p&r des vitesses un peu considérables, sur les 
glissières et les boutons des manivelles motrices; les sections des 
bielles , les boutons de manivelles et les glbslères elles-mêmes 
devraient , d'ailleurs , présenter une résistance suffisante aux 
efforts qui répondent aux variations de la vitesse angulaire des 
bielles et au carré de cette vitesse. 

Telles sont les expériences qu'il y aurait lieu de Taire préala- 
t)lement si l'on avait quelques doutes sur l'exactitude de notre 
théorie, et qui seraient de nature à en vérifier les points fonda- 
mentaux; mais les expériences que nous avons plus particuliè- 
tement en vue sont d'une tout autre nature et doivent être 
faîtes, non avec des modèles en petit, mais bien sur des loco- 
motives faisant un service assez régulier pour qu'il soit possible 
de constater sûrement les inconvénients que peut présenter un 
système donné de bielle et de contrepoids. 

59. Nous avons vu que toutes les conditions théoriques de la 
stabilité seraient remplies dans les machines accouplées si Ton 
prolongeait la bielle de manière à satisfaire à l'équation ik=: o, 
ce qui rendrait les autres équations de condition indépendantes 
de l'indéterminée 6'; nous avons dit aussi , n* 27 , quels in- 
convénients entraînerait la réalisation de cette condition. 
Quant aux machines à roues indépendantes, il n'est pas possi- 
ble, même théoriquement, de satisfaire à l'ensemble des con- 
ditions de la stabilité. Hais i( résulte de ce qui a élé exposé au 
n* 27 que, dans tous les cas, il ne naîtrait d'inconvénients sen- 
sibles d'un prolongement de la bielle qu'à partir du point où 
l'on aurait ^9;=- o ou B''=B; en sorte qu'il sera toujours avan- 
tageux de prolonger la bielle au moins jusqu'à ce point. La quan- 
tité A ne pouvant généralement être rendue nulle dans là pra- 
tique , et les conditions k =o et wr^iHï se trouvant incompatibles 
dans les machines à roues indépendantes , la détermination des 

10 
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contrepaids dépend à la fois des quantités h et fi^^ relatives k la 
bielle , et de l'indéterminée 6' (on pourrait ici substituer h B' la 
somme 9 -]- 6^ considérée comme une seule variable^ mais d*au- 
très considérations vont nous conduire à conserver }a variable 
G'). Le problème général qu'il nous reste h aborder consiste h 
déterminer la distribution de la masse de la bielle et la valeur 
de 6S qui , dans un systèmp donné de locomotive , entraînent 
la moindre somme d'inconvénients. 

Les inconvénients relatifs à Taccroissement des pressions 
exercées sur les glissières et les boutons des ipanivelles ont été 
examinés n* 27 , et Ton a vu que cet accroissement dépend 
particulièrement de k^, et à un moindre degré de h. En se re- 
portant aux équations du n* 28, qui donnent les variations des 
«ommes des composantes des actions exercées par les rails el 
de leurs moments, on reconnaît que les variations restante» 
après l'application des contrepoids dépendent principalement 
de keiQ\ tandis que ip, n'exerce qu'une assez faible influence. 
(L'indéterminée Q' se présente^ dans ces équations « isolée de 
l'angle d.) Admettons que l'on puisse assigner numériquement 
la somme des inconvénients à redouter, et soit x cette somme: 
la quantité ^ ^^^ ^^^ fonction des trois variables k^ iP^f y, 
lorsque la forme de la bielle est indéterminée , et de la seule 
variable $' lorsque l'état de la bielle est fixé d'une manière 
définitive. La recherche du minimum d'une fonction de trois 
variables par voie expérimentale étant à peu près impratica- 
ble , il convient de réduire ce nombre à deux , si cela se peut. 
On y parviendra de la manière suivante : dans le but d'accroî- 
tre le moins possible la masse de la bielle , et par suite celle des 
contrepoids, supposons que l'on prolonge la bielle au moyen 
d'une tige prismatique, sufl&samment résistante, d'une quantité 
telle que réquation m^.z^o soit satisfaite, et admettons d'ail- 
leurs qu'aucun obstacle ne s'y oppose; puis adaptons à l'extré- 
mité de ce prolongement une masse de forme soit lenticulaire^ 
soit sphérique , ou mieux un simple disque. Si l'on fait croître 
cette masse en changeant seulement l'une de ses dimensions^ 
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par exemple le rayon de la lentHIe, delà sphère oq du Risque, i| 
est clair queif, aagmenteray tandis que If diminuera : le^ deu]| 
variables se Irouverooi ainsi remplacées par ui^e variable uni- 
que, qui sera ce même rayon. Désignons cette nouvelle variable 
par iH; X no sera plus fonction que de i^ e^ 6^ Ajoutons que» si 
quelque obstacle s'opposait à ce que Ton prolongeât la bielle i^i^ 
moyen d*une tige prismatique capable de satisfaire à l'équation 
w^'=io sans addition de masse à reztrémité. le prolongement 
serait restreini dans les limites afsignée^ par les otistacies , e^ 
Ton ajoulerail une masse telle que l'on ^ûtf^,= o. llans les 
expériences^ on ferait croître successivement le rayoi^ A » J/^ 
centre étant assujetti à se trouver sur un point constant di| pro-r 
longement. 

Quant à la variable 6% il convient de fixer les limites en^rç 
lesquelles on devra en étudier les variations. 

Nous avons fait remarquer» n« S2, que le changement de B' 
en ir -f- d' dans les formules (7/i) n'apporte aucqn changement 
dans les expressions qui servent è calculer les contrepoids ; 
d'où il suit que les valeurs des inégalités qui subsistent dans le^ 
équi|tfons de translation et de rotation appliquées à des sys^-r 
mes de contrepoids calculés avec les valeurs d' et fr + ^' sont 
identiques , ce dont on peut s'assurer d'ailleurs en constatant 
que les équations du n* 28 ne subissent aucun phangei;^ ent \pv^r 
que l'on y met v^tf à la place de 6^ 

On voit déjà qu'il suffirait d'étudier les variations de 
l'angle ¥ dans un espace angulaire égal à une depii-circonfé- 
rence. Mais il a été établi, nf 28» que deux systèmes de contrC'? 
poids calculés avec des valeurs égales et de signas contrfiires de 
6^ présentent la même degré de stabilité. Dans l'un ^t l'autre, 
les inégalités des réactions des roîls se âuccèdçnt dans le même 
ordre et avec la même intensité , k la seule différence prè^ 
que les situations de la manivelle correspondanteâ à (im effet; 
égaux ne sont plus les mêmes. Quant aux iaconvénief^ts qui se 
rattachent aux variatioosde pression des ^x^rémités de la bielle 
sur les glissières et les boulons de manivelle, ils ne 4épapdenf 
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qae de tv^ et h. II parait donc très naturel d'admettre qoe les 
incon vénîentâ relatifs à des valeurs égales et de signes contraires 
de ô' sont égaux. Au reste, l'expérience pourrait être utilement 
invoquée pour confirmer cette prévision. De ceci il résulte que 
généralement il suffira d'étudier les efiets de la variation de 6' 
dans Tintervalle angulaire d'un angle droit. 

40. Examinons d'abord le cas le plus simple, celui dans le- 
quel la forme de la bielle sera donnée d'une manière invaria- 
ble, comme dans les machines à cylindres intérieurs : la 
quantité x représentant la somme des inconvénients sera une 
fonction de la seule variable Q\ Les contrepoids des roues, au- 
tres que les roues motrices principales ^ destinés à faire dispa- 
raître les tendances au mouvement de galop, seront calculés 
conformément aux prescriptions des n** 33 et suivants, et res- 
teront les mêmes pendant toute la série des expériences. On 
adaptera successivement aux roues motrices principales des 
systèmes de contrepoids calculés avec des valeurs diverses de 
e', telles que 0% 30% 60% 90*. Chaque valeur de 0* fournira une 
valeur de Xi et l'on construira une courbe en prenant 6' pour 
abscisse et x pour ordonnée; il est clair que l'ordonnée x pré- 
sentera un minimum entre les abscisses 6' = o* et 6'= 90°. On 
n'aura plus qu'à déterminer la valeur de 6' qui répond à ce mi- 
nimum. Or, comme, dans le voisinage d'un maximum ou d'un 
minimum y les ordonnées varient très peu , on pourra prendre, 
non pas précisément la valeur de 6' qui correspond au mini- 
mum , et que d'ailleurs il serait difficile de déterminer exacte- 
ment, mais une valeur de 6' correspondante à une ordonnée 
X peu différente de ce minimum. Il s'en trouvera généra- 
lement deux qui répondent à une même valeur x ; on sera 
donc libre de choisir celle qui présente le plus d'avantages à 
d'autres égards. 

Si la machine est à cylindres intérieurs , et que la distribu- 
tion de la masse de la bielle ait été faite de manière que la 
quantité 1^3 approche le plus possible d'être nulle , les expé- 
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riénces seront terminées pour cette machine , et Ton n'aura 
plus qu'à appliquer aux roues motrices principales le système 
de contrepoids correspondant à la valeur de G' que Ton aura 
admise. 

Il y aurait avantage, dans une première série d'expériences, 
à essayer un plus grand nombre de valeurs de 6'; on pourrait, 
par exemple y expérimenter sur les valeurs 0% 15% 30% 45% 
60% 75*, 90*, en ayant le soin de prendre ces valeurs alterna- 
tivement positives et négatives : la courbe des valeurs de x 
étant ensuite construite y^ns avoir égard aux signes de 6^ 
c'est*à-âire en prenant toutes les abscisses positives, la conti- 
nuité de la courbe ainsi obtenue confirmerait ce que nous 
avons avancé sur ce qu'il y a dlndifférent à employer des va- 
leurs égales et de signes contraires de 6'. 

Considérons actuellement le cas général où la distribution 
de la masse de la bielle et la quantité B' sont indéterminées. 
Une première série d'expériences, faites sans addition de masse 
a Fextrémité do la bielle prolongée , ou même, s'il est néces- 
saire pour obtenir u^ozzio^ avec une masse additionnelle de 
rayon ^, fera connaître la valeur de 6' correspondante à une 
valeur nulle ou positive do A. pour laquelle x est un minimum. 
Dans une seconde série d'expériences, on augmenterait le rayon 
A , et l'on constaterait encore les valeurs correspondantes de 
B' et du minimum de x* En faisant varier de la sorte le rayon 
A progressivement , on obtiendra une série de valeurs minima 
de X « ot l'on s'arrêtera lorsque le décroissement du minimum 
de X devient insensible, ou lorsque ce minimum commencera 
à croître. On obtiendra ainsi le minimum des minima dexi 
puis la valeur correspondante de 6' , et le problème sera résolu. 
Noos observerons, comme plus haut, qu'il ne sera pas néces- 
saire d'atteindre ce minimum, et que l'on pourra s'en tenir h 
un autre peu différent et qui exige une moindre masse addi-. 
tionnelle. Il est extrêmement probable que ce minimum absolu 
se présentera avant que l'on ait atteint la limite théorique 
A=:o, même dans les machines à marchandises, qui ne sont 
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pas destinées aux grandes vitesses. Ayant fixé le minimum de 
X auquel on s'en tiendra, les valeurs correspondantes de «iR. el 
9' servirent à calculer le système de contrepoids qu'il faudra 
adopter définitivement. 

On toit que, dans ces expériences y les contrepoids destinés 
à faire disparàttre les tendances au mouvement de gahp de- 
vroiit être cliangés cliaque fois que l'on changera la valeur 
de a. 

Nous pourrions presque nous dispenser d'ajouter que , dans 
chaque sérié d'expériences , le serrée des ressorts de suspen- 
sion devra être réglé de manière que les oscillations du bâtis 
restent sensiblement comprises entre des limites données. S'il 
devenait nécessaire de serrer lès ressorts de telle sorte que leur 
élasticité ne fût plus suffisante pour parer aux actions impré- 
vues^ il faudrait rejeter le système de valeurs correspondantes 
de A et $', On devrait rejeter égalemeiit tous ceux qui laisse* 
raient subsister des mouvements que la pratique ne tolère paâ^ 
bien que l'usé local des bandages et les frais de traction don- 
nent une valeur admissible de x ; ^^^ nous pensons que cette 
dernière circonstance ne se présentei'a guère que pour des va- 

tears de d^ voisines de ±i^. 

Én6n , nous croyons devoir revenir Sur les conditions de ré- 
sistance , en engageant les expérimentateurs à s'assurer par le 
calcul si, pour chacune des valeurs de A., l'étendue et la 
forme des sections transversales les plus exposées de la bielle 
présentent une garantie suffisante contre les accidents , et à 
faire des calculs analogues en ce qui concerne les boutons des 
manivelles principales, et même les glissières. 

41. Nous avons maintenant à dire quelques mots de l'éva- 
luation numérique de la fonction Xv évaluation que nous avons 
lout d'abord supposée praticable , afin de simplifier notre ex- 
posée A cet égard , nous croyons que les ingénieurs attachés 
aux services des chemins de fer seront plus compétents que 
nous ne le pouvons être. Néanmoins , nous allons indiquer un 
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moien qae noos recommandertons, si le temps qo*il semblé de- 
voir etiger oe nous paraissait pas trop cofisidêrable. Nous pré- 
senterons ce moyen comme un exemple de la possibilité d'éva- 
luer numériquement la fonction xj ^B^ Q^^t ^^ ^'^^ ^®^^ '®* 
chercher un procédé d'expérimentation plus facile et plus 
rapide, on ne perde pas de vue le caractère de cette fonc- 
tion. 

Il faudrait, avons-nous dit , rejeter les expériences dans 
lesquelles la stabilité obtenue ne se trouverait pas su£Bsante: la 
fonction x ne doit donc plus représenter que les inconvénients 
qui subsistent après que la stabilité désirable aura été réalisée, 
inconvénients provenant tant des petits mouvements non dé- 
truits que de la tendance d'autres mouvements à se manifes- 
ter; puis aussi ceux qui pourront provenir de la stabilité ob- 
tenue. 

Les tendances aux mouvements et les mouvements eux-mé- 
ihes déterminent, de la part des rails, des réactions qui produi- 
sent l'usé local des bandages. D'ailleurs la stabilité peut avoir 
été obtenue au prix d'un accroissement de l'intensité deS réac- 
tions mutuelles des organes de la machine. De là un accrois- 
sement du travail des frottements, une détérioration plus ra- 
pide de quelques uns de ces organes « et la nécessité de les 
réparer plus fréquemment. 

Ceci posé , voici comment la valeur numérique de x ^^™~ 
blerait pouvoir être déterminée. On ferait fonctionner la loco- 
motive à étudier, avec des contrepoids calculés au moyen de 
valeurs données de iH et 9^, jusqu'à ce qu'elle dût rentrer dans 
les ateliers pour y être réparée, en ayant soin que, pendant 
tonte la durée des expériences , elle soit consacrée à un même 
service, qu'elle soit alimentée de la même espèce de combus- 
tible , et que la vapeur y soit produite et utilisée de la même 
manière. On constaterait les frais de tourtiage des roues et 
ceux qui leur correspondent dans la détérioration des banda- 
ges , pbb les frais de réparation et d'entretien des autres or- 
ganes mobiles de la machine, enfin la dépense de combustî- 
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ble. On ramènerait ensuite , au moyen des registres dç service 
de la machine y la somme de ces fr^is à. la partie proportion-, 
nelle qui est relative au transport d'une tonne à un kilomètre : 
le résultat représenterait la valeur numérique de x* H doit 
être entendu que Ton ne ferait pas figurer dans l'état des dé- . 
penses celles qui seraient occasionnées par l'expérience elle- . 
même : en effet, certaines pièces, manquant d'une résistance, 
suffisante , pourraient être brisées ou mises hors d'état de ser- 
vir davantage. On devrait aussi, dans le cas d'un changement 
survenu, pendant la durée des expériences, dans le prix des, 
matières premières ou de la main-d'œuvre, ramener ces prix . 
à une unité commune , etc. 

Telles sont les réflexions que j'ai l'honneur de soumettre à . 
l'examen des ingénieurs* Il ne me paraît pas possible de pous-. 
ser la théorie plus loin que je l'ai fait, tant que l'on négligera 
l'effet des ressorts de suspension, et que l'on n'aura pas tiré 
de l'équation des forces vives les conditions propres à faire 
disparaître les variations de la vitesse. Lors même que la théorie 
serait achevée sous ces deux points de vue , il est probable que . 
des conditions incompatibles , comme nous en avons trouvé , , 
exigeraient encore le recours à l'expérience. 



CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES 

SUR LA 

STABILITÉ DES MAGHIISES. 

4S. Nous avons fait observer, à la fin du n® 9 , que nos équa- 
tions ne sont pas particulières aux locomotive? , et qu'elles 
conviennent à toute machine remplissant les conditions de sy- 
métrie que nous avons admises pour les locomotives : elles 
conviennent donc aux machines de bateaux à vapeur et aux 
machines fixes composées do deux machines remplissant les 
mêmes conditions de symétrie et réunies par un bfltis commun. 
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Dans ce dernier cas, nos formules se simplifieraient par l'an* ' 

nalationdès termes affectés des dérivées -i^, -^*, ^. 

dr ai* dt* 

En écrivant ce Mémoire, nous avions particulièrement en 
vue les machines locomotives , et nous n'avons pas cru néces- 
saire d'exposer la théorie générale de la stabilité dés machines 
fixes. Il ne sera peut-être pas inutile d'en dire actuellement 
quelques mots. 

Considérons les machines dont les organes sont renfermés 
dans un bfttis commun, et supposons d'ailleurs que ces orga- 
nes puissent prendre des mouvements quelconques, sous la 
seule condition qu'ils soient dépendants, les uns des autres 
ou solidaires. Les équations de translation et des moments 
(S) f (6), (lA) et (15), en y réduisant chaque second membre à 
son dernier terme , feront connaître les sommes des compo- 
santes et des moments des réactions exercées sur le bâtis par 
les fondations ou supports de la machine. En exprimant les se- 
conds membres en fonctions d'une variable unique et de ses 
dérivées, puis égalant à zéro la somme des coefficients des ter- 
mes variables de même espèce, on aura les conditions que doi- 
vent remplir les masses en mouvement pour que les réactions 
exercées par les supports soient constantes. Ajoutons que, si les 
travaux des forces qui sollicitent la machine sont susceptibles 
de recevoir une expression analytique déterminée en'fonction 
de la variable que l'on aura choisie, l'équation des forces vives 
et sa dérivée permettront d'éliminer des six équations de trans- 
lation et des moments, soit la variable elle-même et l'une de 
ses dérivées, soit plutôt ces deux dernières ; ce qui pourra don-' 
ner lieu à un système de conditions différent de celui qu'on ob- 
tiendrait en faisant abstraction de l'équation des forces vives. 
Hais lorsque, comme dans les locomotives, l'expression du 
travail moteur ne peut être assignée d'une manière générale, 
on sera souvent obligé de se* borner aux seules conditions que 
fournissent les équations de translation et des moments. 
ii Ton peut employer simultanément les équations de trans- 
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lattoQ et Aéê mofnénts ^ t^h 1 -équ&tion ded torces vives , la dei* 
tinatipû de la machine exigera le plas généralement qae Ton 
se pose une noovelle condition, qui consiste en ce que la vitesse 
de l'un des organes reste comprise entre des limites données 
ou même soit constante. Cette nouvelle condition , considérée 
isolément , conduirait à remploi des régies ordinaires que four- 
nit la théorie des volants; mais lorsque Ton se propose en mê- 
me temps de satisfaire aux conditions de la stabilité que nous 
avons indiquées , on comprend qu'il est généralement difficile 
de traiter séparément les deux problèmes. En d*autres termes, 
il est visible que les conditions de stabilité des machines et cel- 
le de l'uniformité de leur marche donnent lieu à un problème 
complexe. 

Lorsque tous les points des organes d'une machine se meu- 
vent dans des plans parallèles, les différents termes qui dépen- 
dent des coordonnées ou des vitesses dans les équations ci-dessus 
peuvent s'obtenir facilement et sans qu'il soit nécessaire d'avoir 
recours k d'autres notions que celles exposées dans ce Mémoi- 
re^ mais, si quelques uns des organes sont susceptibles de pren- 
dre des mouvements plus variés , il sera indispensable d*avoîr 
recours aux théorèmes généraux sur la composition des mo- 
ments et des vitesses angulaires des corps solides, ce qui con- 
duit à la notion du moment principal , de l'axe instantané de 
rotation, et des moments d'inertie principaux. On trouve ces di- 
verses théories exposées dans le Traité de Mécanique de Poisson. 

Il ne suffit pas que les réactions constantes ou variables 
exercées par les fondations ou supports sur le bâtis soient con- 
nues, il faut encore que le bâtis lui-même soit capable de ré- 
sister aux actions intérieures qui se développent pendant le 
mouvement. Dans la recherche de ces actions, on devra 
fractionner le bâtis en diverses parties^ dont chacune reçoit de 
colle qui l'avoisine, ou des organes mobiles, des actions égales 
et contraires à celles qu'elle exerce sur eux et qu'il s'agit de 
déterminer. Ceci suffit pour faire voir que les procédés à em- 
ployer pour la détermination des effets auxquels sont soumises 
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les différentes parties da bètis fraèttonné de la sorte s'ap'^IU 
queraienl également aux supports isolés des machiiles qui ne 
seraient pas enfermées dans un bâtis comman j h cela près que, 
poor ces machines , il n*y aura pas lieu de rechercher à priori 
les conditions de stabilité auxquelles on peut vouloir assujettir 
les machines que nous ayons envisagées d'abord : 11 faut alors 
chercher h satisfaire h ces conditions pour chaque support en 
particulier j si cela est possible. 

Ceci posé , en appliquant Féquation des forces vives h l'en*- 
sembte d'une machine , et négligeant dans une première ap- 
proximation les parties actuellement inconnues du travail du 
frottement , on obtiendra > k l'aide des équations qui expriment 
les liaisons du système, la vitesse de chacun des points mobiles 
pour toute situation de la machine, et, par suite> la vai*iation 
de vitesse par unité de temps ; en sorte que l'état de mouvement 
de chacun des organes sera complètement défini. On écrira 
alors, pour chacun des organes séparément, les six èqua* 
tiens de translation et des moments, dans lesquelles on connaît 
déjà les forces qui proviennent de l'action de la pesanteur, puis 
les forces motrices et résistantes qui répondent au travail mo- 
teur et à TeSét utile de la machine. On y joindra , suivant le 
besoin , des équations en nombre suffisant potor lever llndéter- 
minatiott qui nattrait de l'hypothèse de la rigidité absolue des 
plèces(ceséquationsseraient fondées sur la considération de leur 
élasticité). La résolution de l'enSëmble des équations , en ayant 
égard an principe de l'égalité de l'action et de la réaction, fera 
connaître chacune des composantes des actions mutuelles des 
organes mobiles et de celles qu'ils reçoivent des Supports ov 
des parties fractionnées du bàlis. Lorsque chaque organe mo- 
bile ne communiquera pas directement avec plus de deux or- 
ganes de ce genre , la résdlution des équations sera eonsldéra- 
blement simplifiée : elle pourra s'eflectuer de proche en proche. 

Les actions mutuelles étant ainsi déterminées, il sera possi- 
ble de procéder à une seconde apprOxiâoiatton, dans laquelle an 
complétera ou rectifiera le travail du frottement dans l'équation 
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ddS forces Yives : poxir obtenir une etpretsioki de ce travail sut 
fisamtnent' exacte , il était nécessaire, en effet , de déterminer 
au moins approximativement les actions mutuelles au contact 
des organes mobiles. On pourra , si cela est jugé nécessaire, 
déterminer de nouveau ces actions» en recommençant les cal- 
culs à l'aide des nouvelles valeurs de la vitesse et de la varia- 
tion de vitesse que fournira l'équation des forces vives, lors- 
qu'on y aura substitué une valeur plus approchée du travail du 
frottement. 

Les réactions des organes mobiles sur les supports étant con- 
nues pour tonte position du système , on devra appliquer à ces 
supports les six équations de réquilibre d'un corps solide , en 
Introduisant dans ces équations les actions que ces supports re- 
çoivent du sol ou des supports voisins. On examinera jusqu'à 
quel point il est possible et nécessaire de les rendre constantes, 
et, dans tous les cas, si elles sont compatibles avec la résistance 
du sol et des supports. 

Pour donner une idée de la manière dont il convient d'étu- 
dier la résistance des organes mobiles eux-mêmes, nous consi- 
dérerons le cas des bielles. 

Imaginons une section faite par un plan perpendiculaire à 
l'axe de flgure, et menons par le centre de gravité de la sec- 
tion un axe perpendiculaire au plan du mouvement; considé- 
rons l'une des deux parties ainsi séparées de la bielle , et dont 
le mouvement est censé connu par ce qui précède , ainsi que 
tontes les forces qui la sollicitent , à l'exception des forces mo- 
léculaires développées dans le voisinage de ia section par les 
molécules appartenant à l'autre partie de la bielle. En appli- 
quant deux équations de translation et une équation des mo- 
ments à la partie de la bielle que nous considérons , on obtien- 
dra les sommes des composantes parallèles et perpendiculaires 
à l'axe delà bielle dans le plan du mouvement , et la somme 
des moments de ces actions moléculaires autour do l'axe pas- 
sant par le centre do gravité de la section. A l'aide de ces 
quantités et de la forme de la section , la théorie ordinaire de 
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soumise la fibre la plus exposée à la contraction ou b rallon- 
gement : le coefficient d'élasticité indiquera ensuite si cet effort 
est compatible avec la substance dont la bielle est construite. 

La question 'serait résolue s*il s'agissait seulement d'étudier 
la résistance que présente la bielle en une section détermir 
née; mais le problème est plus compliqué* Ayant obtenu Texr 
pression du plus grand effort auquel soit exposée une fibre 
d'une section donnée, il restera à rechercher quelles sont la sec- 
tion et la position de la bielle pour lesquelles ce plus grand ef- 
fort est un maximum, et si ce maximum est compatible avec la 
résistance de la matière de la bielle. 

Le cas relatif à la résistance des jantes de roues ou de volants 
est assez familier aux ingénieurs pour que nous nous dispen* 
sions de l'examiner ici. 

Quant à la résistance des arbres aux efforts de torsion, les 
notions les plus exactes que l'on possède sur cette matière ce? 
licate ont été exposées par M. Barré de Saint-Venant. 

L'étendue déjà considérable de ce Mémoire nous empêche 
d'entrer dans plus de détails pour le moment. 

ADDITION 

MelailTe «a «roloBserneBS de la bteUe. 



Tout en indiquant la possibilité d'obtenir aisément certains 
résultats par une autre voie, nous avons dit au commence* 
ment du Mémoire, n* 2, que nous suivrions la méthode ana« 
1 jtique comme offrant plus de sécurité. La confusion qui 
règne dans les idées de beaucoup de personnes sur certains 
points de la mécanique nous en faisait une obligation, sous peine 
d'entreprendre la tâche difficile de rectiBer les idées iausses. A 
l'aide des deux principes qui nous ont servi de point de départ, 
et qui sont admis par tout le monde, il nous a été possible de 
réduire nos recherches à un travail d'analyse pure. Nous au* 
rions manqué notre but en intercalant des démonstrations 
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géométriques. Il était d'ailleurs utile d'obtenir les expressions 
calculables des composantes et des moments des réactions des 
rails, puisque les expressions dun»28 qui se rapportent à notre 
système de contrepoids conservent encore des parties yariableSy 
lorsque les quantités k et *v^ ne sont point annulées. Les rda* 
tiens (86) et (87), qui donnent Jusqu'à un certain point la me-* 
sure de l'efficacité de ce système, étaient également utiles à 
former. 

Nous pensons qu'on ne nous saura pas mauvais gré d'éclairoir, 
par quelques considérations très simples, ce que pourrait avoir 
d'obscur pour quelques ingénieurs la nécessité de prolonger la 
bielle de manière à satisfaire à la condition kzi^o. 

Sans qu'il soit nécessaire de rentrer au fond dans la question 
de la stabilité des locomotives en mouvement, on admettra aisé-* 
ment que les conditions générales doivent comprendre celle-ci t 
que le centre de gravité des organes en mouvement doit rester 
fixe relativement au bâtis de la machine. Nous allons vérificD 
qu'e£fectivement nos équations satisfont à cette condition, dans 
le cas simple des machines à roues indépendantes, où Ion sup- 
poserait que les centres de gravité du piston, de la bielle, de la 
manivelle et du contrepoids, sont situés dans un même plan. 

En admettant que le centre de gravité de ces diverses masses 
puisse se déplacer, il est aisé de voir que le déplacement de 
ce centre de gravité sera le même que celui d'un autre sys- 
tème de masses différent du précédent en cela seulement que 
la masse entière du piston sera concentrée au point d'articu* 
lation de la bielle et de la tète du piston : ce point et le centre 
de gravité du piston sont effectivement animés des mêmes vi- 
tesses. 

Ncius avons établi n* SI que la quantité k est le moment de 
la masse de la bielle et de celle du piston concentrée h l'extré- 
mité de la bielle, par rapport au bouton de la manivelle. La con- 
dition i=o revient donc à ce que le cenire de gravité de ces 
masses passe par l'axe du bouton. On voit déjà que le mouve- 
ment du centre de gravité général sera celui du système form4 
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par le contrepoids , la manivelle, et les masses de la bielle et du 
piston concentrées au bouton de la manivelle. Il est évident que 
ce centre de gravité général ne restera immobile dans tou- 
tes les positions du système qu'autant qu'il passera par l'axe de 
l'essieu ; ee qui exige que le centre de gravité du eenirepokh 
soit situé sur le prolongement de la manivelle, et que la somme 
des moments autour de l'axe de Tessieu soit nulle , ou que le 
contrepoids fasse équilibre aux autres masses autour de cet axe. 
Examinons comment nos équations (î) et (j) du n* 33 s'ac- 
cofident avec ces résultats. L'hypothèse faite sur la situation des 
centres de gravité dans un plan unique entratoe l'égalité des 
coordonnées >, A et A'" : d'où , en vertu des éq. («^ n* 33 , 

la condition A(=o annule A^, éq. (d) ; et les équations (î) donnent 

fipSinE = 0, /x|0CO8e=: — U. 

(Les équations (j) donnent des résultats tout pareils.) 

On en tire 8=: 180% à cause de U positif; et p|o=U. Or, en 
vertu de la première équation (e), U n'est autre chose que la 
somme des moments autour de Taxe de Tessieu , de la malse 
de la manivelle et des masses de la bielle et du piston concentrées 
au bouton de la manivelle. En ayant égard à la signification de 
g et hpj on voit que nos équations (33) fournissent des résultats 
qui s'accordent effectivement avec les précédents. 

L'explication que nous venons de présenter ne prouve pas , 
il est vrai, qu'aucune autre disposition des masses ne rempli- 
rait la condition de l'immobilité relative du centre de gravité 
général; mais nous avons démontré assez simplement (séance 
du 7 mars 1851), en nous fondant sur la définition des coor- 
données du centre de gravité, que le prolongement de la bielle 
o£fre la solution unique (nous avons évité, par un tour par- 
ticulier de démonstration, la réduction en séries du radical qui 
eiprime la valeur de cosjS). 
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Page 116, ItV^ 2 «n r^monlant, après 1000 kllogr., ajoutez : par rapport à la cbarge 
moyenne, en sorte que Tampliiode de cette Tariation atteint presque 9000 kilogrammes. 



